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Re´sume´
This paper is devoted to the study of the ℓ-adic representations of the absolute Galois
group G of Qp, p ≥ 5, associated to an elliptic curve over Qp, as ℓ runs through the set
of all prime numbers (including ℓ = p, in which case we use the theory of potentially
semi-stable p-adic representations).
For each prime ℓ, we give the complete list of isomorphism classes of Qℓ[G]-modules
coming from an elliptic curve over Qp, that is, those which are isomorphic to the Tate
module of an elliptic curve over Qp. The ℓ = p case is the more delicate. It requires
studying the liftings of a given elliptic curve over Fp to an elliptic scheme over the ring
of integers of a totally ramified finite extension of Qp, and combining it with a descent
theorem providing a Galois criterion for an elliptic curve having good reduction over a
p-adic field to be defined over a closed subfield. This enables us to state necessary and
sufficient conditions for an ℓ-adic representation of G to come from an elliptic curve over
Qp, for each prime ℓ.
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L’objet de cet article est l’e´tude des repre´sentations ℓ-adiques associe´es aux courbes ellip-
tiques de´finies sur Qp, ou` p est un nombre premier supe´rieur ou e´gal a` 5, lorsque ℓ parcourt
l’ensemble de tous les nombres premiers, y compris ℓ = p.
Fixons un premier p ≥ 5 et une cloˆture alge´brique Qp de Qp. Soit E une courbe elliptique
sur Qp. Pour tout ℓ premier, soit E[ℓ
n], n ≥ 0, le groupe des points de ℓn-torsion de E a`
valeurs dans Qp. Le module de Tate ℓ-adique Tℓ(E) = lim←−E[ℓ
n] est un Zℓ-module libre de
rang 2, Vℓ(E) = Qℓ ⊗Zℓ Tℓ(E) est un Qℓ-espace vectoriel de dimension 2, et tous deux sont
munis d’une action line´aire et continue du groupe de Galois absolu G = Gal(Qp/Qp). On
obtient ainsi des repre´sentations pour tout ℓ
G −→ AutZℓ(Tℓ(E)) et G −→ AutQℓ(Vℓ(E))
Ces repre´sentations contiennent des informations concernant la courbe E/Qp et beaucoup de
re´sultats sur celles-ci sont devenus classiques (voir [Se 1], [Se 2], [Se-Ta], [Ta], [Kr], [Ro], et
bien d’autres).
Soit maintenant Tℓ un Zℓ-module libre de rang 2 muni d’une action line´aire et continue
de G. On conside`re le proble`me suivant : quand Tℓ provient-il d’une courbe elliptique sur Qp,
i.e. quand existe-t-il une courbe elliptique E/Qp telle que Tℓ et Tℓ(E) sont des Zℓ[G]-modules
isomorphes ? En fait, cette question se rame`ne a` celle obtenue en remplac¸ant Tℓ par Qℓ⊗Zℓ Tℓ
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et Tℓ(E) par Vℓ(E). On donne ici une re´ponse a` cette question, y compris dans le cas ℓ = p,
qui est le plus de´licat a` traiter.
L’objet de la section 1 est de pre´senter les outils utilise´s. Pour ℓ 6= p, a` chaque repre´sentation
ℓ-adique deG, on sait associer fonctoriellement une repre´sentation de Weil-Deligne - sur laque-
lle les racines du polynoˆme caracte´ristique d’un rele`vement du Frobenius sont des unite´s
ℓ-adiques - et vice versa (voir une de´finition ici en 1.1 ; il est important de noter que la
construction que nous allons utiliser est contravariante). Une repre´sentation de Weil-Deligne
consiste en la donne´e d’une repre´sentation du groupe de Weil et d’un ope´rateur nilpotent, les
deux e´tant lie´s par une relation. Travailler avec de tels objets pre´sente l’avantage de discre´tiser
l’action de G. Pour ℓ = p, a` chaque repre´sentation p-adique de G potentiellement semi-stable,
on sait associer fonctoriellement un (ϕ,N,G)-module filtre´ (voir 1.2 ; ici encore nous allons
utiliser un foncteur contravariant), et re´ciproquement si ce module filtre´ est faiblement ad-
missible (i.e. faiblement admissible e´quivaut a` admissible, voir [Co-Fo]). Un (ϕ,N,G)-module
filtre´ consiste en la donne´e d’un espace vectoriel muni d’un ope´rateur de Frobenius ϕ semi-
line´aire, d’un ope´rateur nilpotent N lie´ a` ϕ par une relation, d’une action semi-line´aire de G
commutant avec ces deux ope´rateurs, ainsi que d’une filtration stable par l’action de G ; la
faible admissibilite´ est une condition liant le Frobenius a` la filtration. Travailler avec de tels
objets pre´sente l’avantage de pouvoir remplacer une repre´sentation p-adique de G par des
donne´es de type alge´brique. De plus, en oubliant la filtration, on sait associer fonctoriellement
a` chaque (ϕ,N,G)-module filtre´ une repre´sentation de Weil-Deligne de´finie sur une extension
non ramifie´e de Qp ; via cette association, les classes d’isomorphisme des (ϕ,N,G)-modules
(non filtre´s) correspondent bijectivement a` celles des repre´sentations de Weil-Deligne. Cela
permet de comparer les repre´sentations ℓ-adiques entre elles pour tout ℓ premier. En partic-
ulier, on sait que, pour une courbe elliptique E/Qp fixe´e, les repre´sentations de Weil-Deligne
qui lui sont associe´es sont inde´pendantes du nombre premier ℓ. Ainsi, re´pondre a` la question
pour ℓ 6= p, c’est savoir quelles sont exactement les repre´sentations de Weil-Deligne possi-
bles ; et pour ℓ = p, c’est savoir quelles sont exactement les filtrations faiblement admissibles
possibles.
Donnons des conditions ne´cessaires bien connues. Soit E/Qp une courbe elliptique.
1) Pour tout ℓ premier, la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` Vℓ(E) ve´rifie :
(1◦) le de´terminant sur Vℓ(E) est le caracte`re cyclotomique ℓ-adique
(2◦) elle est de´finie sur Q
(3◦) si E a potentiellement bonne re´duction, les racines du polynoˆme caracte´ristique d’un
rele`vement du Frobenius ge´ome´trique sont des p-nombres de Weil : Tr(Frob) ∈ Z et
|Tr(Frob) |∞≤ 2√p
2) Le Qp[G]-module Vp(E) est potentiellement semi-stable et de type Hodge-Tate (0, 1).
En fait, on a un but double : d’une part, classifier pour tout ℓ les repre´sentations ℓ-
adiques associe´es a` une courbe elliptique sur Qp ; d’autre part, faire la liste pour tout ℓ de
toutes les repre´sentations ℓ-adiques, a` isomorphisme pre`s, ve´rifiant ces conditions ne´cessaires
et de´terminer celles qui proviennent d’une courbe elliptique sur Qp.
La premie`re partie est l’objet de la section 2 ; signalons que les re´sultats e´nonce´s dans
cette section sont tous plus ou moins connus. On commence par construire une liste finie de
repre´sentations de Weil-Deligne deux a` deux non isomorphes, liste que nous notons WD∗
(2.1.1). A` chacune d’elles, on associe un (ϕ,N,G)-module et on construit un repre´sentant de
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chaque classe d’isomorphisme de filtration faiblement admissible de type Hodge-Tate (0, 1)
que l’on peut mettre sur ce module ; il y a, suivant les cas, un nombre fini ou infini de possi-
bilite´s. Cela nous donne une liste infinie de (ϕ,N,G)-modules filtre´s faiblement admissibles
deux a` deux non isomorphes que nous notons D∗ (2.2.1). Puis on montre que si E est une
courbe elliptique sur Qp, alors, pour ℓ 6= p, la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` Vℓ(E)
est isomorphe a` un objet de la listeWD∗ (2.1.3), et le (ϕ,N,G)-module filtre´ associe´ a` Vp(E)
est isomorphe a` un objet de la liste D∗ (2.2.4). De plus, si l’on se donne la courbe E sous la
forme d’une e´quation de Weierstrass y2 = x3+Ax+B, on donne une liste d’invariants de E
de´finis a` partir de A et de B qui permettent de de´terminer l’objet de WD∗ associe´ et parfois
aussi de D∗.
La deuxie`me partie est l’objet des sections 3, 4 et 5. Les re´sultats principaux sont les deux
the´ore`mes suivants :
The´ore`me 1 (cf. thm. 3.1 ci-dessous) Soient ℓ 6= p et Vℓ une repre´sentation ℓ-adique de G
de dimension 2. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vℓ(E) soit isomorphe a` Vℓ,
(2) la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` Vℓ ve´rifie les conditions (1
◦), (2◦) et (3◦)
ci-dessus,
(3) la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` Vℓ est isomorphe a` un objet de la liste
WD∗.
The´ore`me 2 (cf. thm. 5.1 ci-dessous) Soit Vp une repre´sentation p-adique de G de dimension
2. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vp(E) soit isomorphe a` Vp,
(2) la repre´sentation Vp est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate (0, 1) et la
repre´sentation de Weil-Deligne associe´e ve´rifie les conditions (1◦), (2◦) et (3◦) ci-dessus,
(3) la repre´sentation Vp est potentiellement semi-stable et le (ϕ,N,G)-module filtre´ associe´
est isomorphe a` un objet de la liste D∗.
Le the´ore`me 1 est facile a` de´montrer (3.1). En effet, en utilisant la the´orie de Honda-
Tate pour les cas de potentielle bonne re´duction, les ope´rations e´le´mentaires sur les courbes
elliptiques permettent de construire suffisament d’exemples pour obtenir toutes les classes ;
on peut meˆme produire pour chacune un exemple sous forme d’e´quation de Weierstrass (3.2).
Le the´ore`me 2 est plus de´licat et constitue le principal re´sultat nouveau de cet article.
Lorsque la repre´sentation est potentiellement semi-stable mais non potentiellement cristalline
on peut faire des calculs suffisament explicites, graˆce aux courbes de Tate ; on obtient une
infinite´ de classes parame´tre´es par Z/2Z×Z/2Z×Qp. Les cas cristallins ou tordus-cristallins
engendrent une famille finie de classes, de meˆme pour les cas potentiellement ordinaires ;
on peut donner des exemples sous forme d’e´quations de Weierstrass (5.2). La principale
difficulte´ se trouve dans les cas potentiellement supersinguliers qui ne sont pas des tordus
de cas cristallins, ce qui arrive lorsque 12 ne divise pas p− 1 ; alors pour chaque entier dans
{3, 4, 6} divisant p+ 1 on obtient une infinite´ de classes parame´tre´es par P1(Qp).
Pour traiter ce dernier cas on construit dans la section 4 toutes les courbes elliptiques
sur Qp ayant potentiellement bonne re´duction supersingulie`re, a` Qp-isomorphisme pre`s, de
la manie`re qui suit. Dans un premier temps, e´tant donne´e une courbe elliptique E˜ sur Fp
supersingulie`re, on de´crit en 4.2 les sche´mas elliptiques la relevant sur l’anneau des entiers
d’une extension totalement ramifie´e dont l’indice de ramification est un entier e strictement
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infe´rieur a` p − 1 (la re´ponse a` ce proble`me est bien connue quand E˜ est ordinaire, cf. [Me]
ou [Ka]). Pour cela on combine le the´ore`me de Serre-Tate (4.1.1) avec la description des
groupes p-divisibles par les modules de Dieudonne´ filtre´s (4.1.2 et 4.1.3). Puis on de´montre
en 4.3 un the´ore`me de descente qui fournit un crite`re galoisien pour qu’une courbe elliptique
ayant bonne re´duction sur un corps p-adique puisse eˆtre de´finie sur un sous-corps ferme´. Ce
crite`re permet de de´terminer quels sont, parmi les sche´mas elliptiques construits en 4.2 et
pour e ∈ {3, 4, 6}, ceux qui sont susceptibles d’eˆtre de´finis sur Qp (4.4). En 4.5 on donne les
re´sultats de ces me´thodes applique´es aux cas ordinaires. On re´colte finalement les fruits de
cette e´tude en 5.1 ou` l’on de´montre le the´ore`me 2 e´nonce´ ci-dessus.
Cet article est une version remanie´e de la the`se de l’auteur sous la direction de J.-M.
Fontaine. Au cours de ce travail l’auteur a be´ne´ficie´ de pre´cieuses discussions avec lui.
Je tiens donc a` remercier chaleureusement J.-M. Fontaine, sans ses patientes explications
ce travail n’aurait certainement pas pu eˆtre mene´ a` bien.
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1 Rappels et notations
Soit P l’ensemble des nombres premiers. On fixe un p ∈ P tel que p ≥ 5 et Qp une cloˆture
alge´brique de Qp. On note G = Gal(Qp/Qp) et I son sous-groupe d’inertie ; si K ⊂ Qp est une
extension de Qp on pose GK = Gal(Qp/K) et IK = GK∩I. On note Qnrp l’extension maximale
non ramifie´e de Qp contenue dans Qp et Fp son corps re´siduel. Pour ℓ ∈ P, si µℓn(Qp) est
le groupe des racines ℓn-ie`mes de l’unite´ contenues dans Qp, on e´crit Zℓ(1) = lim←−µℓn(Qp) et
Qℓ(1) = Qℓ⊗Zℓ Zℓ(1). La valuation p-adique vp sur Qp est normalise´e par vp(p) = 1 ; on note
aussi vp la valuation qui l’e´tend sur Qp.
1.1 Repre´sentations ℓ-adiques, ℓ 6= p, et repre´sentations de Weil-Deligne
Soit ℓ ∈ P tel que ℓ 6= p. On de´signe par RepQℓ(G) la cate´gorie des repre´sentations
ℓ-adiques de G, c’est-a`-dire des Qℓ-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action
line´aire et continue de G. Soit L ⊂ Qp une extension finie de Qp ; une repre´sentation ℓ-adique
de G est semi-stable sur L si IL ope`re de fac¸on unipotente et a bonne re´duction sur L si IL
ope`re trivialement. Le corps re´siduel de Qℓ e´tant fini, on sait que toutes les repre´sentations
ℓ-adiques de G sont potentiellement semi-stables.
Le groupe de Weil W de Qp est de´fini par la suite exacte courte 1 → I → W υ→ Z → 1
avec υ(Frob.arithm.) = 1 ; c’est donc le sous-groupe de G constitue´ des e´le´ments g tels que
g mod I est une puissance entie`re du Frobenius.
Soit K un corps de caracte´ristique 0. On note RepK(
′W ) la cate´gorie des repre´sentations
K-line´aires du groupe de Weil-Deligne ′W : les objets sont les triplets (∆, ρ0, N), ou` ∆ est un
K-espace vectoriel de dimension finie, ρ0 : W → AutK(∆) est un morphisme dont le noyau
contient un sous-groupe ouvert de I, et N ∈ EndK(∆) ve´rifie ρ0(w)N = pυ(w)Nρ0(w) pour
tout w ∈ W ; l’ope´rateur de monodromie N est donc nilpotent. Soit L ⊂ Qp une extension
finie de Qp ; la repre´sentation (∆, ρ0, N) est semi-stable sur L si ρ0(IL) = 1 et a bonne
re´duction sur L si N = 0 et ρ0(IL) = 1. Si l’action de
′W est F -semi-simple, i.e. si l’action de
W par ρ0 est semi-simple, alors un objet de RepK(
′W ) est de´termine´ a` isomorphisme pre`s
par les traces Tr(ρ0) : W → K ainsi que par le polynoˆme minimal de N .
Soient K et K ′ deux corps de caracte´ristique 0 munis de plongements ι : K →֒ C et
ι′ : K ′ →֒ C et soient ∆, ∆′ des objets de RepK(′W ) et RepK ′(′W ) respectivement. On dit
que ∆ est de´fini sur Q si, e´tant donne´s un Q-espace vectoriel D tel que ∆ = K ⊗Q D et un
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corps alge´briquement clos Ω contenant K, l’objet Ω⊗Q D de RepΩ(′W ) est isomorphe a` ses
conjugue´s sous Aut(Ω/Q) (cette condition est inde´pendante des choix de D et de Ω) ; dans
ce cas ∆ ⊗Kրι C est un objet de RepC(′W ) dont la classe d’isomorphisme ne de´pend pas
du choix de ι. On dit que ∆ et ∆′ sont compatibles s’ils sont tous deux de´finis sur Q et si
∆⊗KրιC et ∆′ ⊗K ′րι′ C sont isomorphes dans RepC(′W ).
Soit Rep◦Qℓ(
′W ) la sous-cate´gorie pleine de RepQℓ(
′W ) forme´e des objets sur lesquels les
racines du polynoˆme caracte´ristique d’un rele`vement du Frobenius sont des unite´s ℓ-adiques.
Il existe un foncteur e´tablissant une e´quivalence entre Rep◦Qℓ(
′W ) et RepQℓ(G), voir [Ro], §
4 ou [De 1], § 8.
On renvoie a` [Fo 3] pour la de´finition de l’anneau Bst,ℓ. On utilise ici le foncteur con-
travariant W∗ℓ : RepQℓ(G) → Rep◦Qℓ(′W ) donne´ par W∗ℓ (V ) = HomQℓ[IL](V,Bst,ℓ) si V
est semi-stable sur l’extension finie L ⊂ Qp de Qp ; si V a bonne re´duction sur L on a
W∗ℓ (V ) = HomQℓ[IL](V,Qℓ). Ce foncteur est e´quivalent a` celui obtenu en appliquant le fonc-
teur de´crit dans [Fo 3] a` la repre´sentation duale. Il e´tablit une anti-e´quivalence de cate´gories
via laquelle les notions d’objet semi-stable sur L ou ayant bonne re´duction sur L se corre-
spondent. Comme Vℓ(E) est le dual de H
1
e´t
(E×QpQp ,Qℓ) pour une courbe elliptique E/Qp,
on peut voir W∗ℓ comme un foncteur covariant des H
1
e´t
dans Rep◦Qℓ(
′W ).
Choisissons pour chaque ℓ 6= p un plongement de corps ιℓ : Qℓ →֒ C . Un syste`me
(∆ℓ)ℓ 6=p de repre´sentations Qℓ-line´aires de
′W est compatible si les ∆ℓ sont deux a` deux
compatibles lorsque ℓ parcourt P\{p}. Sur chaque ∆ℓ il existe une unique filtration finie
croissante {Fili∆ℓ}i∈Z telle que N(Fili∆ℓ) ⊂ Fili−2∆ℓ et que N induit un isomorphisme
N i : Gri∆ℓ
∼→ Gr−i∆ℓ pour tout i ∈ Z ([De 2]). Supposons que chaque ∆ℓ est F -semi-
simple ; alors la compatibilite´ signifie que, pour tout i ∈ Z, les traces Tr(Gri∆ℓ) : W → Qℓ
sont a` valeurs dans Q et inde´pendantes de ℓ. Si N = 0 sur tous les ∆ℓ cela signifie que les
traces Tr(ρ0,ℓ) :W → Qℓ sont a` valeurs dans Q et inde´pendantes de ℓ.
Soit E/Qp une courbe elliptique. Pour tout ℓ 6= p, si L ⊂ Qp est une extension finie
de Qp, alors E est semi-stable sur L (resp. a bonne re´duction sur L) si et seulement si
la repre´sentation de Weil-Deligne W∗ℓ (Vℓ(E)) associe´e a` Vℓ(E) l’est. De plus, on sait que
W∗ℓ (Vℓ(E)) est F -semi-simple, de´finie sur Q , et que le syste`me (W
∗
ℓ (Vℓ(E)))ℓ 6=p est com-
patible (voir [Ra] pour un e´nonce´ dans un contexte bien plus ge´ne´ral ; voir aussi la rmq.
2.6).
1.2 Repre´sentations p-adiques potentiellement semi-stables et (ϕ,N,G)-
modules filtre´s
On de´signe par RepQp(G) la cate´gorie des repre´sentations p-adiques de G, c’est-a`-dire
des Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action line´aire et continue de G.
Pour pouvoir disposer de notions similaires a` celles du cas ℓ 6= p, on a besoin de la the´orie de
Fontaine (voir [Fo 2]), en particulier des anneaux BdR, Bcris et Bst ; on renvoie a` [Fo 1] pour
les de´finitions de ceux-ci.
Soient L ⊂ Qp une extension finie de Qp et L0 l’extension maximale non ramifie´e contenue
dans L ; alors (Bcris)
GL = (Bst)
GL = L0. Donc, si V est une repre´sentation p-adique de
G, les objets HomQp[GL](V,Bst) et HomQp[GL](V,Bcris) sont des L0-espaces vectoriels ; on
montre que leur dimension est toujours infe´rieure ou e´gale a` dimQp(V ). On dit que V est
semi-stable sur L si dimL0(HomQp[GL](V,Bst)) = dimQp(V ) et que V est cristalline sur L
si dimL0(HomQp[GL](V,Bcris)) = dimQp(V ). On note Repcris(G), Repst(G), Repcris,L(G),
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Repst,L(G), Reppcris(G) et Reppst(G) les sous-cate´gories pleines de RepQp(G) constitue´es
des objets qui sont respectivement cristallins sur Qp, semi-stables sur Qp, cristallins sur L,
semi-stables sur L, potentiellement cristallins et potentiellement semi-stables.
Soient K ⊂ Qp une extension galoisienne de Qp de groupe de Galois GK/Qp et K0 l’exten-
sion maximale non ramifie´e contenue dans K ; le Frobenius absolu σ agit sur K0. La cate´gorie
des (ϕ,N,GK/Qp)-modules filtre´s est de´finie de la manie`re suivante :
- les objets sont des K0-espaces vectoriels D munis :
(i) d’une action σ-semi-line´aire de GK/Qp (le sous-groupe d’inertie agit line´airement)
(ii) d’un Frobenius ϕ : D → D, injectif, σ-semi-line´aire et GK/Qp-e´quivariant
(iii) d’un endomorphisme K0-line´aire GK/Qp-e´quivariant N : D → D tel que Nϕ = pϕN
(iv) d’une filtration indexe´e par Z, de´croissante, exhaustive et se´pare´e sur DK = K ⊗K0 D
par des sous-K-espaces vectoriels {FiliDK , i ∈ Z} stables par GK/Qp , l’action de GK/Qp
e´tant e´tendue semi-line´airement sur DK
- un morphisme f : D1 → D2 est une application K0-line´aire commutant a` l’action de GK/Qp ,
a` ϕ et a` N , et telle que, si l’on note fK l’application K-line´aire de´duite de f par extension
des scalaires, fK(Fil
iD1,K) ⊂ FiliD2,K pour tout i ∈ Z.
On de´signe par MFK/Qp(ϕ,N) la sous-cate´gorie pleine des (ϕ,N,GK/Qp)-modules filtre´s
forme´e des objets sur lesquels l’action de GK/Qp est discre`te et qui sont de dimension finie en
tant que K0-espace vectoriel ; le Frobenius ϕ est alors bijectif et l’ope´rateur de monodromie N
est nilpotent. C’est une cate´gorie Qp-line´aire mais non abe´lienne, qui est munie d’un produit
tensoriel ([Fo 2], 4.3.4) ; un sous-objet est un sous-(ϕ,N,GK/Qp)-module muni de la filtration
induite. On note MFK/Qp(ϕ) la sous-cate´gorie pleine forme´e des objets sur lesquels N = 0 ;
si K = Qp on e´crit MFQp(ϕ,N) et MFQp(ϕ).
Soit D un objet de dimension d dans MFK/Qp(ϕ,N). On pose tH(D) = tH(∧dD) =
Max{ i ∈ Z/Fili(∧dDK) 6= 0 } et tN (D) = vp(λ), ou` λ ∈ K0 est tel que ϕx = λx pour un x non
nul de ∧dD. On dit que D est faiblement admissible si tH(D) = tN (D) et tH(D′) ≤ tN (D′)
pour tout sous-objet D′ de D ([Fo 2], 4.4.1). Un objet de MFK/Qp(ϕ,N) est faiblement
admissible si et seulement si l’objet de MFK(ϕ,N) obtenu en oubliant l’action de GK/Qp
l’est ([Fo 2], prop.4.4.9). On note MFfaK/Qp(ϕ,N) la sous-cate´gorie pleine de MFK/Qp(ϕ,N)
forme´e des objets faiblement admissibles ; de´finition similaire pour MFfaK/Qp(ϕ).
Le type de Hodge-Tate d’un objet D de dimension 2 de MFK/Qp(ϕ,N) est le couple
d’entiers (r, s) tel que FiliDK = DK ⇔ i ≤ r et FiliDK = 0⇔ i > s.
L’anneau Bst est un (ϕ,N,G)-module filtre´ que l’on peut construire a` partir de Bcris de la
manie`re suivante (pour l’influence de ce choix voir [Fo 2], 5.2). Soit pi = (π(n)) ∈ (Qp)N tel que
π(0) = p et (π(n+1))p = π(n), et soit u = log([pi]/p) ∈ BdR ; alors on prend Bst = Bcris[u] ⊂
BdR sur lequel le Frobenius est e´tendu par ϕu = pu et N est l’unique Bcris-de´rivation telle
que Nu = 1. Les foncteurs contravariants
D∗cris,K/Qp : Repcris,K(G)→MF
fa
K/Qp
(ϕ) et D∗st,K/Qp : Repst,K(G)→MF
fa
K/Qp
(ϕ,N)
donne´s parD∗cris,K/Qp(V ) = HomQp[GK ](V,Bcris) etD
∗
st,K/Qp
(V ) = HomQp[GK ](V,Bst) e´tablissent
une anti-e´quivalence de cate´gories ([Fo 2] et [Co-Fo]). Les quasi-inverses sont donne´s par
V∗st,K/Qp(D) = Hom(ϕ,N,G)−mf (D,Bst) etV
∗
cris,K/Qp
(D) = Hom(ϕ,G)−mf (D,Bcris), ou` l’indice
“mf” signifie “modules filtre´s”, G ope´rant sur D via son quotient GK/Qp .
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Si K = Qp on e´crit D
∗
cris et D
∗
st. On note D
∗
pcris et D
∗
pst les foncteurs obtenus comme
limite inductive desD∗cris,K/Qp etD
∗
st,K/Qp
lorsqueK parcourt l’ensemble des extensions finies
galoisiennes de Qp contenues dans Qp ; ce sont des foncteurs de Reppcris(G) et Reppst(G)
dans la limite inductive des MFK/Qp(ϕ,N).
Enfin, on a un foncteur WDK/Qp :MFK/Qp(ϕ,N) → RepK0(′W ) obtenu en oubliant la
filtration et en faisant agir le groupe de Weil K0-line´airement ([Fo 3]) : si D est un objet de
MFK/Qp(ϕ,N) et si D
(0) est le (ϕ,N,GK/Qp)-module obtenu en oubliant la filtration, alors
WDK/Qp(D) s’identifie au K0-espace vectoriel D
(0) muni de l’ope´rateur N avec ρ0(w) =
(w modWK) · ϕ−υ(w) pour tout w ∈ W , ou` WK est le groupe de Weil relatif a` K. Si D1 et
D2 sont des objets de MFK/Qp(ϕ,N) on a un isomorphisme
K0⊗QpHom(ϕ,N,GK/Qp)−mod(D
(0)
1 ,D
(0)
2 ) ≃ HomRepK0(′W )(WDK/Qp(D1),WDK/Qp(D2))
de sorte que les classes d’isomorphisme de (ϕ,N,GK/Qp)-modules sont en bijection avec celles
de RepK0(
′W ). En composant avec D∗st,K/Qp on obtient un foncteur W
∗
p : Repst,K(G) →
RepK0(
′W ) ; si V est un objet de Repst,K(G) on dira que W
∗
p(V ) est la repre´sentation de
Weil-Deligne associe´e a` V .
Posons Q′ℓ = Qℓ si ℓ 6= p, Q′p = K0, et choisissons des plongements de corps ιℓ : Q′ℓ →֒ C
pour tout ℓ ∈ P. Un syste`me (∆ℓ)ℓ∈P de repre´sentations Q′ℓ-line´aires de ′W est compatible
si les ∆ℓ sont deux a` deux compatibles lorsque ℓ parcourt P. On a alors les meˆmes notions
et crite`res que pour les syste`mes (∆ℓ)ℓ 6=p en remplac¸ant a` chaque fois “ℓ 6= p” par “ℓ ∈ P”.
Soit E/Qp une courbe elliptique. La repre´sentation Vp(E) est potentiellement semi-stable ;
si L ⊂ Qp est une extension finie de Qp, alors E est semi-stable sur L si et seulement si
Vp(E) l’est et E a bonne re´duction sur L si et seulement si Vp(E) est cristalline sur L. De
plus, si K est la cloˆture galoisienne d’un corps sur lequel E devient semi-stable, on sait que
D = D∗st,K/Qp(Vp(E)) est de type Hodge-Tate (0, 1), i.e. Fil
i(DK) = DK pour i ≤ 0, Fil1(DK)
est une K-droite et Fili(DK) = 0 pour i ≥ 2. Enfin, on sait que la repre´sentation de Weil-
Deligne W∗p(Vp(E)) associe´e a` Vp(E) est F -semi-simple, de´finie sur Q , et que le syste`me
(W∗ℓ (Vℓ(E)))ℓ∈P est compatible (cf. [C-D-T] prop. B.4.2. pour les cas de potentielle bonne
re´duction ; sinon, la pre´sence d’un ope´rateur de monodromie non nul rend ces assertions
faciles a` ve´rifier).
1.3 Notations
1.3.1 Quelques invariants de courbes elliptiques sur Qp
Pour tout ce qui concerne les courbes elliptiques on peut se re´fe´rer aux livres de J.H.
Silverman [Si 1] et [Si 2].
Soit E une courbe elliptique sur Qp, i.e. une varie´te´ abe´lienne sur Qp de dimension relative
1. Elle admet un mode`le sous forme de cubique plane, dit mode`le de Weierstrass, qui est donne´
par une e´quation de la forme
E : y2 = x3 +Ax+B avec A,B ∈ Qp et 4A3 + 27B2 6= 0
On dispose d’abord d’un invariant jE = j(E) = 1728
4A3
4A3+27B2
(avec 1728 = 123), dit invariant
modulaire de E ; il caracte´rise la classe d’isomorphisme de E sur Qp. Le discriminant de E est
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∆E = −16(4A3 + 27B2) 6= 0, et l’on a jE = −123(4A)3∆−1E ; le quotient ∆E mod (Q×p )12 est
un invariant de la classe d’isomorphisme de E sur Qp. Le mode`le de Weierstrass est minimal
si A,B ∈ Zp et 0 ≤ vp(∆E) < 12 ; on peut toujours se ramener a` un tel mode`le pour E.
On note E(Qp) le groupe des points de E a` valeurs dans Qp et E[m] son sous-groupe de
m-torsion, pour tout entier m ≥ 1.
Si vp(jE) < 0 alors E a potentiellement re´duction multiplicative de´ploye´e : il existe un
unique q = q(jE) ∈ pZp\{0} ve´rifiant
jE =
1
q
+ 744 + 196844 q + . . .
tel que E est la tordue par un caracte`re d’ordre 1 ou 2 d’une courbe de Tate Eq ; cette torsion
correspond a` l’extension Qp(
√
γE)/Qp ou` γE = −2AB−1 mod (Q×p )2 ([Si 2],V, lemme 5.2).
Le groupe Eq(Qp) est isomorphe, en tant que groupe analytique rigide, a` Q
×
p /q
Z. Pour tout
ℓ ∈ P, on a une suite exacte courte de Qℓ[G]-modules (voir [Se 1], A.1.2.)
(∗m) 0 −→ Qℓ(1) −→ Vℓ(Eq) −→ Qℓ −→ 0
ou` l’indice “m” signifie “multiplicatif”.
Si vp(jE) ≥ 0, alors E a potentiellement bonne re´duction : elle acquiert bonne re´duction
sur une extension finie de Qp. Le de´faut de semi-stabilite´ de E est l’indice de ramification
minimal d’un corps sur lequel elle acquiert bonne re´duction ; on le note dst(E). On a
dst(E) =
12
pgcd(12, vp(∆E))
Si l’on choisit une e´quation de Weierstrass minimale pour E, alors 0 ≤ vp(∆E) < 12 et
vp(jE) ≥ 0 impliquent que vp(∆E) n’est pas premier a` 12 ; on voit donc que dst(E) = e =
1, 2, 3, 4, ou 6 suivant que vp(∆E) = 0, vp(∆E) = 6, vp(∆E) ∈ {4, 8}, vp(∆E) ∈ {3, 9},
ou vp(∆E) ∈ {2, 10} respectivement. Les entiers e qui interviennent sont ceux qui ve´rifient
ϕ(e) ∈ {1, 2} ou` ϕ est la fonction arithme´tique d’Euler.
Comme p ≥ 5, l’entier e = dst(E) est premier a` p et E acquiert bonne re´duction sur
une extension totalement ramifie´e L de Qp de degre´ e ; on note alors E˜L/Fp la fibre spe´ciale
du mode`le de Ne´ron de E×QpL et ap(E˜L) = ap(E) la trace du polynoˆme caracte´ristique du
Frobenius arithme´tique agissant sur Vℓ(E˜L), ℓ 6= p. On sait que ap(E˜L) est un entier rationnel
inde´pendant de ℓ tel que |ap(E˜L) |∞≤ 2√p et qu’il caracte´rise la classe d’isoge´nie sur Fp de
E˜L ([Ta]) ; on a la relation
ap(E˜L) = p+ 1−#E˜L(Fp)
De plus, la courbe E˜L est ordinaire si p ne divise pas ap(E˜L) ; supersingulie`re si p divise
ap(E˜L), ce qui e´quivaut a` ap(E˜L) = 0.
Si OK (resp. k) est l’anneau des entiers d’une extension K de Qp contenue dans Qp (resp.
une extension de Fp contenue dans Fp), on a un foncteur E 7→ E(p) (resp. E˜ 7→ E˜(p)) de
la cate´gorie des sche´mas elliptiques sur OK (resp. des courbes elliptiques sur k) dans celle
des groupes p-divisibles sur OK (resp. sur k). Si E/K est une courbe elliptique ayant bonne
re´duction sur K, on note E(p) le groupe p-divisible sur OK du mode`le de Ne´ron de E.
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Si E acquiert bonne re´duction ordinaire sur L, la partie connexe EL(p)
0 de EL(p) est de
hauteur 1, et l’on a une suite exacte de groupes p-divisibles sur l’anneau des entiers de L
0 −→ EL(p)0 −→ EL(p) −→ E˜L(p) −→ 0
qui induit la suite exacte courte de Qp[G]-modules
(∗ord) 0 −→ Vp(EL(p)0) −→ Vp(E) −→ Vp(E˜L) −→ 0
1.3.2 Notations galoisiennes
On note Qp2 l’extension non ramifie´e de degre´ 2 de Qp. On choisit π12 ∈ Qp ve´rifiant
(π12)
12 + p = 0 et ζ12 ∈ Qp une racine primitive 12-ie`me de l’unite´. Pour tout entier e ∈
{1, 2, 3, 4, 6} on pose πe = (π12)12/e et ζe = (ζ12)12/e.
On conside`re pour tout e ∈ {1, 2, 3, 4, 6} le corps Le = Qp(πe) : c’est une extension totale-
ment ramifie´e de degre´ e de Qp ; l’entier e e´tant premier a` p, cette extension est mode´re´ment
ramifie´e. On note Ke la cloˆture galoisienne de Le dans Qp, GKe/Qp = Gal(Ke/Qp) et Ie = IKe .
Comme (Z/eZ)× est d’ordre 1 ou 2, on a p ≡ 1 mod eZ ou bien p ≡ −1 mod eZ. On se trouve
alors dans l’une des situations suivantes :
K1 = Qp et GK1/Qp = 1 ; K2 = Qp(π2) et GK2/Qp =< τ2 >, ou` τ2 est de´fini par τ2π2 = −π2 ;
si e ∈ {3, 4, 6} et e | p− 1, Ke = Qp(πe) et GKe/Qp =< τe >, ou` τe est de´fini par τeπe = ζeπe ;
si e ∈ {3, 4, 6} et e | p+1, Ke = Qp2(πe) = Qp(πe, ζe) et GKe/Qp =< τe > ⋊ < ω >, ou` τe est
de´fini par τeπe = ζeπe, τeζe = ζe, et ω est le rele`vement du Frobenius absolu qui fixe πe et tel
que ωζe = ζe
−1 ; on a ωτe = τe
−1ω.
Il y a 3 extensions quadratiques de Qp, une non ramifie´e et deux totalement ramifie´es.
On les note M1 = Qp2 , M2 = Qp(π2) et M3.
On pose Np = { a ∈ Z / | a |∞≤ 2√p }. L’ensemble N×p ⊂ Z ∩ Z×p des e´le´ments non nuls
de Np est de cardinal 2[2√p ] (partie entie`re).
On pose γe = ζe + ζ
−1
e = −1, 0, 1 pour e = 3, 4, 6 respectivement, i.e. X2 − γeX + 1 est le
e-ie`me polynoˆme cyclotomique.
Quand e ∈ {3, 4, 6} et e | p− 1, on note N×p,e l’ensemble des a ∈ Z tels que (γ2e − 4)(a2 − 4p)
est un carre´ dans Q ; c’est un sous-ensemble de N×p . Si a ∈ N×p,e le polynoˆme X2 − aX + p
est scinde´ dans Zp[X] et il existe un unique ua ∈ Z×p tel que a = ua + u−1a p ; alors on a
N×p,e = {±(uaζ ie + u−1a pζ−ie ) , i ∈ Z/eZ }. L’ensemble N×p,3 = N×p,6 = { a ∈ Z / a2 − 4p ≡
−3 mod (Q×)2} est de cardinal 6 et l’ensemble N×p,4 = { a ∈ Z / a2 − 4p ≡ −1 mod (Q×)2}
est de cardinal 4. Par exemple :
N×5,4 = {±2,±4} ⊂ N×5 = {±1,±2,±3,±4} ; N×7,3 = {±1,±4,±5} ⊂ N×7 = {±1, . . . ,±5} ;
N×13,3 = {±2,±5,±7} et N×13,4 = {±4,±6} ⊂ N×13 = {±1, . . . ,±7}.
2 Classification des Qℓ[G]-modules Vℓ(E)
2.1 Les cas ℓ 6= p
2.1.1 La liste WD∗
Soit φ ∈ W un rele`vement du Frobenius ge´ome´trique modulo I(Qp/Qp(π12)) : φ agit
trivialement sur Le pour tout e ∈ {1, 2, 3, 4, 6} et φ mod Ie agit par x 7→ x1/p sur Fp. Pour
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e ∈ {2, 3, 4, 6} on note θe un rele`vement dans I de τe ∈ I/Ie = I(Ke/Qp).
Soient a ∈ Z×p et ua ∈ Z×p tels que X2− aX + p = (X − ua)(X − u−1a p). Si e ∈ {3, 4, 6} divise
p− 1 on pose pour ǫ ∈ {±1}
tǫ = tǫ(a, e) = uaζ
ǫ
e + u
−1
a p ζ
−ǫ
e ∈ Z×p
On a (X − t1)(X − t−1) = X2 − γeaX + pγe2 + a2 − 4p = T (X) et t1 6= t−1. La condition
a ∈ N×p,e signifie exactement que les racines de T (X) sont dans Z ; elles sont alors dans N×p,e.
Soit F un corps de caracte´ristique 0. La liste WD∗ suivante de´finit a` isomorphisme pre`s
des objets de RepF (
′W ) de dimension deux, qui sont dans Rep◦Qℓ(
′W ) lorsque F = Qℓ :
WD∗m(e;b), e ∈ {1, 2}, b ∈ {−1, 1} :
ρ0(I2) = 1 ; ρ0(θ2) = (−1)e−1 ; Pmin(ρ0(φ)) = (X − b)(X − bp) ; Pmin(N) = X2 ; ρ0(φ)N =
p−1Nρ0(φ).
WD∗c(e;ap), e ∈ {1, 2}, ap ∈ Np :
ρ0(I2) = 1 ; ρ0(θ2) = (−1)e−1 ; Pmin(ρ0(φ)) = X2 − apX + p ; N = 0.
WD∗pc(e;ap; ǫ), e ∈ {3, 4, 6} et e | p− 1, ap ∈ N×p,e, ǫ ∈ {−1, 1} :
ρ0(Ie) = 1 ; Pmin(ρ0(θe)) = X
2−γeX+1 ; Pmin(ρ0(φ)) = X2−apX+p ; Pmin(ρ0(φ)ρ0(θe)) =
X2 − tǫX + p ; ρ0(φ)ρ0(θe) = ρ0(θe)ρ0(φ) ; N = 0.
WD∗pc(e;0), e ∈ {3, 4, 6} et e | p+ 1 :
ρ0(Ie) = 1 ; Pmin(ρ0(θe)) = X
2−γeX+1 ; Pmin(ρ0(φ)) = X2+p ; ρ0(φ)ρ0(θe) = ρ0(θe)−1ρ0(φ) ;
N = 0.
Remarque 2.1 Les classes d’isomorphisme de ces objets ne de´pendent pas du choix des
corps Ke : si dans la description de l’un d’eux on remplace Ke par une autre extension
galoisienne de Qp d’indice de ramification e, on obtient un objet isomorphe.
Tous les objets ∆ de la listeWD∗ sont de´finis sur Q . De plus, la repre´sentation F -line´aire
de ′W de dimension un ∧2∆ est donne´e par : ∧2ρ0(I) = 1, ∧2ρ0(φ) = p, ∧2N = 0 ; si F = Qℓ
l’objet obtenu en appliquant le foncteur quasi-inverse est Qℓ(1).
Les objets du type WD∗m sont des tordus d’objets semi-stables sur Qp mais n’ont pas poten-
tiellement bonne re´duction. Les objets du type WD∗c sont des tordus d’objets ayant bonne
re´duction sur Qp. Les objets du type WD
∗
pc ont potentiellement bonne re´duction mais ne
sont pas des tordus d’objets ayant bonne re´duction sur Qp.
2.1.2 Description des twists quadratiques
La listeWD∗ est stable par twists quadratiques. En tordant un objet ∆ deWD∗ par l’un
des caracte`res quadratiques on obtient les objets ∆1, ∆2 et ∆3 correspondant respectivement
aux extensions M1, M2 et M3. En faisant varier ∆ parmi les objets de la liste on obtient :
∆ =WD∗m(1;b) ; ∆1 =WD
∗
m(1;−b) ; ∆2 =WD∗m(2;b) ; ∆3 =WD∗m(2;−b)
∆ =WD∗c(1;ap) ; ∆1 =WD
∗
c(1;−ap) ; ∆2 =WD∗c(2;ap) ; ∆3 =WD∗c(2;−ap)
∆ =WD∗pc(4;ap; ǫ) ; ∆1 =WD
∗
pc(4;−ap; ǫ) ; ∆2 =WD∗pc(4;ap;−ǫ) ; ∆3 =WD∗pc(4;−ap;−ǫ)
∆ =WD∗pc(3;ap; ǫ) ; ∆1 =WD
∗
pc(3;−ap; ǫ) ; ∆2 =WD∗pc(6;ap;−ǫ) ; ∆3 =WD∗pc(6;−ap;−ǫ)
∆ =WD∗pc(4;0) = ∆1 = ∆2 = ∆3
∆ =WD∗pc(3;0) = ∆1 ; ∆2 =WD
∗
pc(6;0) = ∆3
Si un objet ∆ de la liste WD∗ provient d’une courbe elliptique E/Qp alors les ∆i, i ∈
{1, 2, 3}, proviennent des courbes elliptiques Ei/Qp obtenues en tordant E sur Mi.
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2.1.3 Classification
Proposition 2.2 Soit ℓ ∈ P tel que ℓ 6= p. Les repre´sentations de la liste WD∗ sont deux a`
deux non isomorphes. Si E est une courbe elliptique sur Qp alors W
∗
ℓ (Vℓ(E)) est isomorphe
a` l’un des objets de la liste WD∗.
Preuve. Soit E/Qp une courbe elliptique et soit (∆ℓ, ρ0, N) =W
∗
ℓ (Vℓ(E)).
Supposons vp(jE) < 0. Si E est une courbe de Tate alors ∆ℓ ≃WD∗m(1;1), et en tordant
par les trois caracte`res quadratiques (cf. 2.1.2), on obtient les WD∗m(e;b), voir [Ro], § 15.
Supposons vp(jE) ≥ 0. Alors E acquiert bonne re´duction sur Le avec e = dst(E) et l’on a
N = 0, ρ0(Ie) = 1 et Pmin(ρ0(φ))(X) = X
2−apX+p avec ap = ap(E˜Le) ∈ Np. La minimalite´
de e implique que ρ0 mod Ie :< τe >= I/Ie →֒ AutQℓ(∆ℓ) est injective.
Si e ∈ {1, 2} alors ∆ℓ ≃ WD∗c(e;ap). Supposons e ∈ {3, 4, 6}, d’ou` (Z/eZ)× = {±1}.
Alors Pmin(ρ0(θe))(X) = (X − ζe)(X − ζ−1e ) = X2 − γeX +1, puisque ρ0(θe) est d’ordre e et
de de´terminant 1. Comme θeφ ≡ φθpe mod Ie, on a ρ0(φ)ρ0(θe) = ρ0(θe)ρ0(φ) si p ≡ 1 mod eZ
et ρ0(φ)ρ0(θe) = ρ0(θe)
−1ρ0(φ) si p ≡ −1 mod eZ.
Si e | p + 1, en se plac¸ant dans Qℓ(ζe)⊗Qℓ∆ℓ on voit que Tr(ρ0(φ)) = ap = Tr(ρ0(φθe)) = 0
et E˜Le est supersingulie`re. Dans ce cas la donne´e de Tr(ρ0(θe)) et Tr(ρ0(φ)) suffit pour
de´terminer la classe de ∆ℓ, qui correspond a` WD
∗
pc(e;0).
Si e | p − 1 la repre´sentation est abe´lienne, donc sa classe est de´termine´e par la donne´e de
Tr(ρ0(φ)), Tr(ρ0(θe)) et Tr(ρ0(φθe)). Prenons une Qℓ(ζe)-base de Qℓ(ζe)⊗Qℓ∆ℓ dans laquelle
la matrice de ρ0(θe) s’e´crit Diag(ζ
ǫ
e, ζ
−ǫ
e ) avec ǫ ∈ {±1} et celle de ρ0(φ) s’e´crit Diag(z1, z2).
Alors Tr(ρ0(φθe)) = tǫ = ζ
ǫ
ez1 + ζ
−ǫ
e z2 est racine de T (X) = X
2 − γeapX + pγ2e + a2p − 4p
dont le discriminant est (a2p − 4p)(γ2e − 4) 6= 0. Le fait que ∆ℓ est de´finie sur Q implique
tǫ ∈ Q ce qui e´quivaut a` ap ∈ N×p,e ; en particulier ap 6= 0 et E˜Le est ordinaire. Finalement
∆ℓ ≃WD∗pc(e;ap; ǫ). ✷
Remarque 2.3 Soit E/Qp telle que vp(jE) < 0, d’ou` W
∗
ℓ (Vℓ(E)) ≃WD∗m(e;b) ; soit γE ∈
Q×p /(Q
×
p )
2 l’invariant de´fini en 1.3.1. Alors on a : (e; b) = (1; 1) ⇔ Qp(√γE) = Qp ; (e; b) =
(1;−1) ⇔ Qp(√γE) = M1 ; (e; b) = (2; 1) ⇔ Qp(√γE) = M2 ; (e; b) = (2;−1) ⇔ Qp(√γE) =
M3.
Remarque 2.4 Soit E/Qp telle que vp(jE) ≥ 0 et dst(E) = e ≥ 3. On voit que si e | p− 1,
alors E est potentiellement ordinaire, et si e | p+1, alors E est potentiellement supersingulie`re.
Remarque 2.5 Dans la meˆme situation que ci-dessus, on de´termine l’invariant ǫ ∈ {±1} qui
intervient lorsque e divise p− 1 en e´tudiant le Fp[I]-module E[p] : si l’on prend une e´quation
de Weierstrass minimale pour E alors on a ǫ = 1 si vp(∆E) < 6 (i.e. vp(∆E) ∈ {2, 3, 4}) et
ǫ = −1 si vp(∆E) > 6 (i.e. vp(∆E) ∈ {8, 9, 10}) ([Kr], 2.3.1, prop.1).
Remarque 2.6 Finalement, on constate que si l’on se donne une courbe elliptique E/Qp sous
forme d’e´quation de Weierstrass, une liste d’invariants de la courbe (explicitement calculables)
suffit pour retrouver la classe d’isomorphisme de Vℓ(E), ℓ 6= p. En particulier, lorsque E/Qp
est fixe´e et que ℓ parcourt P\{p}, les classes des Vℓ(E) sont inde´pendantes de ℓ : ceci exprime
la compatibilite´ au sens de Weil-Deligne du syste`me de repre´sentations (Vℓ(E))ℓ 6=p.
2.2 Le cas ℓ = p
2.2.1 La liste D∗
On de´finit la liste D∗ d’objets de MFKe/Qp(ϕ,N) et de type Hodge-Tate (0, 1) suivants :
12
D∗m(e;b;α), e ∈ {1, 2}, b ∈ {−1, 1}, α ∈ Qp :
Pour e = 1 : D = Qpe1 ⊕ Qpe2 avec ϕe1 = be1, ϕe2 = pbe2 ; Ne1 = 0, Ne2 = e1 ; Fil1D =
(αe1 + e2)Qp.
Pour e = 2 : GKe/Qp =< τ2 >, D = Qpe1 ⊕ Qpe2 avec ϕe1 = be1, ϕe2 = pbe2 ; Ne1 = 0,
Ne2 = e1 ; τ2e1 = −e1, τ2e2 = −e2 ; Fil1DKe = (α · e1 ⊗ 1 + e2 ⊗ 1)Qp(π2).
D∗c(e;ap;α), e ∈ {1, 2}, ap ∈ N×p , α ∈ {0, 1} :
Soit u ∈ Z×p tel que u+ u−1p = ap.
Pour e = 1 : D = Qpe1 ⊕ Qpe2 avec ϕe1 = ue1, ϕe2 = u−1pe2 ; Ne1 = Ne2 = 0 ; Fil1D =
(αe1 + e2)Qp.
Pour e = 2 : GKe/Qp =< τ2 >, D = Qpe1 ⊕ Qpe2 avec ϕe1 = ue1, ϕe2 = u−1pe2 ; Ne1 =
Ne2 = 0 ; τ2e1 = −e1, τ2e2 = −e2 ; Fil1DKe = (α · e1 ⊗ 1 + e2 ⊗ 1)Qp(π2).
D∗c(e;0), e ∈ {1, 2} :
Pour e = 1 : D = Qpe1 ⊕Qpe2 avec ϕe1 = e2, ϕe2 = −pe1 ; Ne1 = Ne2 = 0 ; Fil1D = e1Qp.
Pour e = 2 : GKe/Qp =< τ2 >, D = Qpe1⊕Qpe2 avec ϕe1 = e2, ϕe2 = −pe1 ; Ne1 = Ne2 = 0 ;
τ2e1 = −e1, τ2e2 = −e2 ; Fil1DKe = (e1 ⊗ 1)Qp(π2).
D∗pc(e;ap; ǫ;α), e ∈ {3, 4, 6} et e | p− 1, ap ∈ N×p,e, ǫ ∈ {−1, 1}, α ∈ {0, 1} :
Soit u ∈ Z×p tel que u+ u−1p = ap.
GKe/Qp =< τe >, D = Qpe1 ⊕ Qpe2 avec ϕe1 = ue1, ϕe2 = u−1pe2 ; Ne1 = Ne2 = 0 ;
τee1 = ζe
ǫe1, τee2 = ζe
−ǫe2 ; Fil
1DKe = (α · e1 ⊗ πe−ǫ + e2 ⊗ πeǫ)Qp(πe).
D∗pc(e;0;α), e ∈ {3, 4, 6} et e | p+ 1, α ∈ P1(Qp) :
GKe/Qp =< τe > ⋊ < ω >, D = Qp2e1 ⊕Qp2e2 avec ϕe1 = e2, ϕe2 = −pe1 ; Ne1 = Ne2 = 0 ;
ωe1 = e1, ωe2 = e2 ; τee1 = ζee1, τee2 = ζe
−1e2 ; Fil
1DKe = (α · e1 ⊗ πe−1 + e2 ⊗ πe)Qp2(πe).
La classe d’isomorphisme de ces objets est inde´pendante du choix fait pour l’extension
galoisienne Ke (elle ne de´pend que de l’indice de ramification e).
Tous les objets D de la liste D∗ sont faiblement admissibles. Pour chacun d’entre eux
la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e est de´finie sur Q . De plus, ∧2D est un objet de
MFQp(ϕ) de dimension un de´crit par : ϕ = p et Fil
1(∧2D) = ∧2D, Fil2(∧2D) = 0 ; l’objet
obtenu en appliquant le foncteur quasi-inverse est Qp(1).
Les objets du type D∗m sont des tordus d’objets semi-stables sur Qp mais ne sont pas po-
tentiellement cristallins. Les objets du type D∗c sont des tordus d’objets cristallins sur Qp.
Les objets du type D∗pc sont potentiellement cristallins mais ne sont pas des tordus d’objets
cristallins sur Qp.
2.2.2 Description des twists quadratiques
La liste D∗ est stable par twists quadratiques. En tordant un objet D de D∗ par l’un
des caracte`res quadratiques on obtient les objets D1, D2 et D3 correspondant respectivement
aux extensions M1, M2 et M3. En faisant varier D parmi les objets de la liste on obtient :
D = D∗m(1;b;α) ; D1 = D
∗
m(1;−b;α) ; D2 = D∗m(2;b;α) ; D3 = D∗m(2;−b;α)
D = D∗c(1;ap;α) ; D1 = D
∗
c(1;−ap;α) ; D2 = D∗c(2;ap;α) ; D3 = D∗c(2;−ap;α)
D = D∗c(1;0) ; D1 = D ; D2 = D3 = D
∗
c(2;0)
D = D∗pc(4;ap; ǫ;α) ;D1 = D
∗
pc(4;−ap; ǫ;α) ;D2 = D∗pc(4;ap;−ǫ;α) ;D3 = D∗pc(4;−ap;−ǫ;α)
D = D∗pc(3;ap; ǫ;α) ;D1 = D
∗
pc(3;−ap; ǫ;α) ;D2 = D∗pc(6;ap;−ǫ;α) ;D3 = D∗pc(6;−ap;−ǫ;α)
D = D∗pc(4;0;α) ; D1 = D
∗
pc(4;0;−α) ; D2 = D∗pc(4;0;p2α−1) ; D3 = D∗pc(4;0;−p2α−1)
D = D∗pc(3;0;α) ; D1 = D
∗
pc(3;0;−α) ; D2 = D∗pc(6;0;p2α−1) ; D3 = D∗pc(6;0;−p2α−1)
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Si un objet D de D∗ provient d’une courbe elliptique E/Qp alors les Di, i ∈ {1, 2, 3},
proviennent des courbes elliptiques Ei/Qp obtenues en tordant E sur Mi.
2.2.3 L’image de Galois dans AutQp(V )
Les objets D∗c(e;0) et D
∗
pc(e;0;α) sont irre´ductibles. Tous les autres objets D de la
liste D∗ sont re´ductibles et il est possible de de´crire l’action de G sur le semi-simplifie´ de
V ≃ V∗pst(D) (a` comparer avec le lemme 7.1.3 de [C-D-T]). Soit χ le caracte`re cyclotomique
G→ Z×p . Pour tout u ∈ Z×p on note ηu : G→ G/I → Z×p le caracte`re non ramifie´ qui envoie
le Frobenius arithme´tique sur u. Lorsque e ≥ 2 et e | p − 1 on note ξe : G → GKe/Qp →<
ζe >⊂ Z×p le caracte`re ramifie´ de´fini par ξe(g) = gπe/πe, g ∈ G ; on a ξe = [χ mod pZp]
p−1
e ,
ou` [−] est le repre´sentant de Teichmu¨ller.
D∗m(e;b;α) ≃ D∗pst(V ), e ∈ {1, 2}, b ∈ {−1, 1}, α ∈ Qp : il existe une Qp-base de V telle
que G agit via  η 1−b2−1 ξe−12 χ ∗
0 η
b−1
2
−1 ξ
1−e
2
 avec ∗ 6= 0
D∗c(e;ap;α) ≃ D∗pst(V ), e ∈ {1, 2}, ap ∈ N×p , α ∈ {0, 1} : soit u ∈ Z×p tel que u+ u−1p =
ap ; il existe une Qp-base de V telle que G agit via(
η−1u ξ
e−1
2 χ ∗
0 ηuξ
e−1
2
)
avec ∗ = 0 ⇔ α = 0
D∗pc(e;ap; ǫ;α) ≃ D∗pst(V ), e ∈ {3, 4, 6} et e | p − 1, ap ∈ N×p,e, ǫ ∈ {−1, 1}, α ∈ {0, 1} :
soit u ∈ Z×p tel que u+ u−1p = ap ; il existe une Qp-base de V telle que G agit via(
η−1u ξ
−ǫ
e χ ∗
0 ηuξ
ǫ
e
)
avec ∗ = 0 ⇔ α = 0
2.2.4 Classification
Proposition 2.7 Les objets de la liste D∗ sont deux a` deux non isomorphes. Si E est une
courbe elliptique sur Qp alors D
∗
pst(Vp(E)) est isomorphe a` l’un des objets de la liste D
∗.
Remarque 2.8 Dans [Fo-Ma], J.-M. Fontaine et B. Mazur classifient les repre´sentations
potentiellement semi-stables et faiblement admissibles de G sur un Qp-espace vectoriel de
dimension 2. Les objets de dimension 1 sont de´crits au § 8, tandis que les objets de dimension
2 qui ne sont pas somme directe d’objets de dimension 1 sont de´crits dans la liste du de´but
du § 11. Comme 12 divise p2 − 1 pour p ≥ 5, les Ke, e ∈ {2, 3, 4, 6}, sont des sous-corps du
corps note´ F2 dans [Fo-Ma]. Les correspondances dans les notations sont :
D∗m(1;b;α) = DII(0, 1; b, α ; 0), b ∈ {−1, 1}, α ∈ Qp
D∗c(e;ap;0) = U1 ⊕ U2, e ∈ {1, 2}, ap ∈ N×p : cf. 2.2.3
D∗c(1;ap;1) = DI(0, 1; ap, p; 0), ap ∈ N×p
D∗c(2;ap;1) = DI(0, 1; ap, p;
p−1
2 ), ap ∈ N×p
D∗c(1;0) = DI(0, 1; 0, p; 0)
D∗c(2;0) = DI(0, 1; 0, p;
p−1
2 )
D∗pc(e;ap; ǫ;0) = U1 ⊕ U2, e ∈ {3, 4, 6}, e | p− 1, ap ∈ N×p,e, ǫ ∈ {±1} : cf. 2.2.3
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D∗pc(e;ap; ǫ;1) = DIII(0, 1;u, u
−1p; ǫ p−1e ,−ǫ p−1e ), e ∈ {3, 4, 6} et e | p − 1, u ∈ Z×p tel que
u+ u−1p = ap ∈ N×p,e, ǫ ∈ {±1}
D∗pc(e;0;α) = DIV (0, 1; p;
p+1
e − 1, p − p+1e ; p−2α), e ∈ {3, 4, 6} et e | p+ 1, α ∈ P1(Qp).
Preuve. Pour E/Qp fixe´e le syste`meW
∗
ℓ (Vℓ(E))ℓ∈P e´tant compatible, la classe d’isomorphisme
du (ϕ,N,G)-module D∗pst(Vp(E))
(0) obtenu en oubliant la filtration est de´termine´e par celle
de W∗ℓ (Vℓ(E)) pour un ℓ 6= p. Il s’agit donc essentiellement de de´terminer quelles sont les
filtrations possibles sur ces (ϕ,N,G)-modules, sachant que l’on veut obtenir des objets faible-
ment admissibles de type Hodge-Tate (0, 1). On laisse au lecteur le soin de se convaincre que
les (ϕ,N,G)-modules de´duits de la liste D∗ correspondent exactement aux objets de la liste
WD∗ (via le foncteur WDKe/Qp de´crit en 1.2) et que les filtrations sont bien celles que l’on
veut.
Signalons que l’on peut aussi faire des calculs directs, au cas par cas : ce sont les meˆmes
que ceux effectue´s dans [Fo-Ma], § A, mais avec des conditions. L’avantage de cette approche
est qu’elle permet de retrouver le re´sultat de compatibilite´ (i.e. W∗p(Vp(E)) et W
∗
ℓ (Vℓ(E)),
ℓ 6= p, sont compatibles). ✷
Remarque 2.9 Soit Eq/Qp une courbe de Tate. En utilisant la suite exacte (∗m) (cf. 1.3.1) et
en faisant des calculs explicites dans Bst et BdR, on trouve que D
∗
st(Vp(Eq)) = D
∗
m(1;1;α(q))
avec
α(q) = − log(uq)
vp(q)
ou` q = uqp
vp(q) , vp(q) ≥ 1
(log est le logarithme p-adique). On retrouve ainsi l’invariant note´ L dans [Ma], § 3 (voir aussi
[LS], § 9 et [M-T-T]) ; la diffe´rence dans le signe provient du choix fait pour Bst, cf. 1.2).
Remarque 2.10 Soient Eq et Eq′ deux courbes de Tate sur Qp. Avec les notations de la
remarque pre´ce´dente, les Qp[G]-modules Vp(Eq) et Vp(Eq′) sont isomorphes si et seulement si
α(q) = α(q′), i.e. log(u
vp(q′)
q ) = log(u
vp(q)
q′ ), ce qui e´quivaut a` q
vp(q′)(p−1) = (q′)vp(q)(p−1). On
retrouve ainsi le fait que Vp(Eq) et Vp(Eq′) sont isomorphes si et seulement si les courbes Eq
et Eq′ sont Qp-isoge`nes (cf. [LS], § 9 et [Se 1], A.1.4).
Remarque 2.11 SoitE/Qp potentiellement ordinaire, i.e. telle queD
∗
pst(Vp(E)) ≃ D∗c(e;ap;α)
ou D∗pc(e;ap; ǫ;α). La suite exacte (∗ord) (cf. 1.3.1) est scinde´e si α = 0 et non scinde´e si
α = 1. Avec les notations utilise´es en 2.2.3, cela correspond au fait que le Qp-espace vecto-
riel Ext1(Qp(ηuξ
ǫ
e),Qp(η
−1
u ξ
−ǫ
e χ)) ≃ H1(G,Qp(η−2u ξ−2ǫe χ)) est de dimension un. De plus, on
a α = 0 si et seulement si jE = j(e) avec j(3) = j(6) = 0 et j(4) = 1728, i.e. ELe est le
rele`vement canonique de E˜Le (cf. 4.5).
Remarque 2.12 Soit E/Qp potentiellement supersingulie`re avec dst(E) = e ≥ 3, i.e. telle
que D∗pst(Vp(E)) ≃ D∗pc(e;0;α). L’invariant α est lie´ au logarithme du groupe formel (de
hauteur 2) de EKe . D’apre`s les re´sultats de A. Kraus ([Kr], 2.3.2, prop.2 et lemme 2), les cas
vp(α) 6= 1 et vp(α) = 1 correspondent respectivement a` vp(τp) ≥ pp+1 et vp(τp) < pp+1 ou` τp
est le p-ie`me terme de la se´rie formelle donnant la multiplication par p dans ce groupe formel ;
si l’on choisit une e´quation minimale pour E, le cas vp(α) ≥ 2 correspond a` vp(∆E) > 6 (i.e.
vp(∆E) ∈ {8, 9, 10}) et le cas vp(α) ≤ 0 correspond a` vp(∆E) < 6 (i.e. vp(∆E) ∈ {2, 3, 4}).
De plus, on a α ∈ {0,∞} si et seulement si jE = j(e) avec j(3) = j(6) = 0 et j(4) = 1728
(cf. 4.4, prop. 4.8).
Remarque 2.13 E´tant donne´ un objet ∆ de la liste WD∗, pour obtenir un objet de la liste
D∗ dont la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e est isomorphe sur C a` ∆, on a :
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- une infinite´ de possibilite´s parame´tre´es par Qp dans les cas WD
∗
m(e;b)
- deux possibilite´s dans les cas WD∗c(e;ap), ap 6= 0 et WD∗pc(e;ap; ǫ)
- une seule possibilite´ dans les cas WD∗c(e;0)
- une infinite´ de possibilite´s parame´tre´es par P1(Qp) dans les cas WD
∗
pc(e;0).
3 Les Qℓ[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Qp,
ℓ 6= p
3.1 Re´sultat et conse´quence
Soit ℓ 6= p. Nous allons maintenant donner des conditions ne´cessaires et suffisantes pour
qu’une repre´sentation ℓ-adique Vℓ de G de dimension 2 provienne d’une courbe elliptique sur
Qp, i.e. pour qu’il existe E/Qp telle que Vℓ ≃ Vℓ(E) en tant que Qℓ[G]-modules.
Pour E/Qp elliptique, on sait que W
∗
ℓ (Vℓ(E)) est de´finie sur Q et que ∧2Vℓ(E) = Qℓ(1),
i.e. le de´terminant sur Vℓ(E) est le caracte`re cyclotomique ℓ-adique. De plus, si E acquiert
bonne re´duction sur une extension finie totalement ramifie´e L, on sait que ap(E˜L) ∈ Z avec
|ap(E˜L) |∞≤ 2√p , i.e. les racines du Pcar(Frob.arithm.E˜L) sont des p-nombres de Weil. Cela
nous donne trois conditions ne´cessaires pour qu’une repre´sentation ℓ-adique de G provienne
d’une courbe elliptique sur Qp. E´crivons-les en termes de conditions sur les repre´sentations de
Weil-Deligne associe´es (i.e. les objets obtenus en appliquant le foncteur W∗ℓ ). Soit (∆, ρ0, N)
un objet de RepQℓ(
′W ) et soit φ un rele`vement du Frobenius ge´ome´trique dans W . On
conside`re les conditions suivantes :
(1◦) ∧2∆ est donne´e par ∧2ρ0(I) = 1, ∧2ρ0(φ) = p et ∧2N = 0
(2◦) ∆ est de´finie sur Q
(3◦) Si N = 0 on a Tr(ρ0(φ)) ∈ Z et |Tr(ρ0(φ)) |∞≤ 2√p .
Maintenant le re´sultat est que ces conditions ne´cessaires sont e´galement suffisantes : d’une
part les repre´sentations de Weil-Deligne ve´rifiant les conditions (1◦), (2◦) et (3◦) sont exacte-
ment celles de la listeWD∗, et d’autre part chaque objet de cette liste provient effectivement
d’une courbe elliptique sur Qp.
The´ore`me 3.1 Soient ℓ 6= p et Vℓ une repre´sentation ℓ-adique de G de dimension 2. Les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vℓ(E) soit isomorphe a` Vℓ,
(2) W∗ℓ (Vℓ) ve´rifie les conditions (1
◦), (2◦) et (3◦),
(3) W∗ℓ (Vℓ) est isomorphe a` un objet de la liste WD
∗.
Preuve. Soient φ un rele`vement dans W du Frobenius ge´ome´trique et (∆, ρ0, N) un objet de
RepQℓ(
′W ) ve´rifiant les conditions (1◦), (2◦) et (3◦).
Si N 6= 0 les relations N2 = 0 et Nρ0(φ) = pρ0(φ)N montrent que ρ0(φ) est diagonalisable
avec deux valeurs propres distinctes (b, pb). La condition (1◦) donne b ∈ {±1} ; en particulier,
∆ est un objet de Rep◦Qℓ(
′W ). Le sous-groupe d’inertie I agissant a` travers un quotient fini,
donc par des racines de l’unite´, la relation Nρ0(g) = ρ0(g)N pour g ∈ I implique ρ0(g) = ±1.
Donc ∆ ≃WD∗m(e;b). Ces objets proviennent bien d’une courbe elliptique sur Qp : il suffit
de prendre n’importe quelle courbe de Tate sur Qp et si ne´cessaire de la tordre.
Si N = 0 les conditions (1◦) et (3◦) impliquent que ∆ est un objet de Rep◦Qℓ(
′W ). Soit
F le sous-corps de Qp fixe par le noyau de la restriction de ρ0 a` I : c’est une extension
finie galoisienne de Qnrp telle que ρ0|I induit une injection ρ0 : I(F/Q
nr
p ) →֒ AutQℓ(∆).
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Soit τ ∈ I(F/Qnrp ) ; la condition (1◦) impose de´t(ρ0(τ)) = 1 et la condition (2◦) impose
Tr(ρ0(τ)) ∈ Q . Comme dimQℓ(∆) = 2 et que ρ0(τ) est d’ordre fini, le polynoˆme minimal de
ρ0(τ) est le e-ie`me polynoˆme cyclotomique avec e tel que ϕ(e) ∈ {1, 2}, ou` ϕ est la fonction
arithme´tique d’Euler, c’est-a`-dire e ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Donc F/Qnrp est mode´re´e, cyclique d’ordre
e, et F = Qnrp (πe) = Q
nr
p Ke, I(F/Q
nr
p ) = I(Ke/Qp).
Si e ∈ {1, 2}, la condition (3◦) implique que ∆ est isomorphe a` l’un des WD∗c(e;ap).
Ces objets proviennent tous de courbes elliptiques sur Qp, puisque, par [Ho-Ta], pour tout
ap ∈ Np il existe E˜/Fp telle que ap(E˜) = ap (laquelle se rele`ve en un sche´ma elliptique sur
Zp, que l’on tord sur M2 si e = 2).
Si e ∈ {3, 4, 6} et e | p + 1, alors la trace de ρ0(φ) doit eˆtre nulle et ∆ est isomorphe
a` WD∗pc(e;0), voir 2.1.3. Si e ∈ {3, 4, 6} et e | p − 1, alors la condition (2◦) implique que
la trace de ρ0(φ) est dans N×p,e et ∆ est isomorphe a` l’un des WD∗pc(e;ap; ǫ), voir 2.1.3.
Maintenant tous ces cas sont couverts par les exemples donne´s en 3.2.2 et 3.2.1 : une fois que
l’on dispose du lemme 3.2 qui suit, il s’agit d’un exercice facile sur les courbes elliptiques qui
est laisse´ au lecteur. ✷
Pour u ∈ F×p et e ∈ {4, 6} on conside`re les courbes E˜e,u/Fp donne´es par les e´quations
y2 = fe,u(x) avec f4,u(x) = x
3 + ux et f6,u(x) = x
3 + u. On a j(E˜e,u) = ˜(e) avec ˜(4) = 1728
et ˜(6) = 0, donc E˜e,u est ordinaire si et seulement si e | p−1. Toute courbe sur Fp d’invariant
modulaire ˜(e) est Fp-isomorphe a` l’une des E˜e,u ; de plus, E˜e,u et E˜e,u′ sont Fp-isomorphes
si et seulement si u ≡ u′ mod (F×p )e ([Si 1],X, prop.5.4). On en de´duit deux applications{
F×p /(F
×
p )
e −→ Np
u mod (F×p )
e 7−→ ap(E˜e,u)
de l’ensemble des classes de Fp-isomorphisme de courbes elliptiques d’invariant modulaire
˜(e) dans l’ensemble des classes de Fp-isoge´nie de courbes elliptiques sur Fp.
Lemme 3.2 Si e | p − 1 l’association u 7→ ap(E˜e,u) induit une bijection F×p /(F×p )e ∼→ N×p,e.
En particulier, la classe de Fp-isoge´nie d’une courbe elliptique d’invariant modulaire 1728 ou
0 est aussi sa classe de Fp-isomorphisme.
Preuve. Si e | p − 1, les E˜e,u sont ordinaires, d’ou` ap(E˜e,u) ∈ N×p , et F×p /(F×p )e ≃ µe(Fp)
est d’ordre e. Le fait que la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` une tordue convenable
d’un rele`vement d’invariant modulaire 0 ou 1728 de E˜e,u sur Qp est de´finie sur Q implique
ap(E˜e,u) ∈ N×p,e. Puis on a ap(E˜e,u) ≡ 1 − #(E˜e,u(Fp)) mod pZ = ce u
p−1
e = coefficient de
xp−1 dans fe,u(x)
p−1
2 ([Si 1],V, preuve du thm.4.1(a)). Le coefficient binoˆmial ce est non nul
et u
p−1
e parcourt µe(Fp) lorsque u parcourt F
×
p . Comme Card(N×p,e) = e, on en de´duit le
re´sultat. ✷
Corollaire 3.3 Soit ℓ ∈ P tel que ℓ 6= p. Le nombre de classes d’isomorphisme d’objets
de RepQℓ(G) provenant d’une courbe elliptique sur Qp est fini et inde´pendant de ℓ ; il vaut
4[2
√
p ] + λ(p) ou` λ(p) = 38, 16, 31 ou 9 suivant que p ≡ 1, 5, 7 ou 11 mod 12.
Plus pre´cise´ment, il y a : 4 classes dans RepQℓ(G) provenant de courbes elliptiques sur
Qp n’ayant pas potentiellement bonne re´duction ; Card(N×p ) = 2[2
√
p ] classes provenant de
courbes ayant bonne re´duction ordinaire sur Qp et autant provenant d’un twist quadratique
ramifie´ de telles ; 1 classe provenant de courbes ayant bonne re´duction supersingulie`re sur Qp
et 1 provenant d’un twist quadratique ramifie´ de telles. Si 3 | p − 1 il y a 2Card(N×p,3) = 12
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classes provenant de E/Qp potentiellement ordinaires avec dst(E) = 3 et 2Card(N×p,6) = 12
classes provenant de telles courbes avec dst(E) = 6 ; si 3 | p + 1 il y a 1 classe provenant
de E/Qp potentiellement supersingulie`res avec dst(E) = 3 et 1 classe provenant de telles
courbes avec dst(E) = 6. Si 4 | p − 1 il y a 2Card(N×p,4) = 8 classes provenant de E/Qp
potentiellement ordinaires avec dst(E) = 4 ; si 4 | p + 1 il y a 1 classe provenant de E/Qp
potentiellement supersingulie`res avec dst(E) = 4.
Remarque 3.4 Soit E/Qp une courbe elliptique et soit Tℓ un re´seau G-stable de Vℓ(E) ; a`
homothe´tie pre`s, on peut supposer que Tℓ ⊂ Tℓ(E). Alors il existe une courbe elliptique E′
et une ℓ-isoge´nie ψ : E′ → E, de´finies sur Qp, telles que ψℓ(Tℓ(E′)) = Tℓ. Donc, si Tℓ est un
Zℓ[G]-module, pour qu’il existe une courbe elliptique E
′/Qp telle que Tℓ ≃ Tℓ(E′), il faut et
il suffit qu’il existe une courbe elliptique E/Qp telle que Qℓ⊗ZℓTℓ ≃ Vℓ(E).
3.2 Exemples
3.2.1 Courbes elliptiques potentiellement ordinaires
Si 4 | p− 1 : pour chaque ap,j ∈ N×p,4, 1 ≤ j ≤ 4, on choisit un uj ∈ F×p tel que ap(E˜j) =
ap,j avec E˜j : y
2 = x3+ujx ; les uj sont un syste`me de repre´sentants de F
×
p /(F
×
p )
4 (lemme 3.2).
Ces courbes sont ordinaires d’invariant modulaire 1728. Par exemple, si p = 5, on peut prendre
u1 = 1, u2 = 2, u3 = −2, u4 = −1, ce qui donne a5,1 = 2, a5,2 = 4, a5,3 = −4, a5,4 = −2.
Alors { [uj ](−p)i, 1 ≤ j ≤ 4, 0 ≤ i ≤ 3 } est un syste`me de repre´sentants de Q×p /(Q×p )4, ou`
[uj ] ∈ Z×p est le repre´sentant de Teichmu¨ller de uj.
On pose Ei,j : y
2 = x3 + [uj ](−p)ix pour 1 ≤ j ≤ 4 et 0 ≤ i ≤ 3. Ce sont des courbes sur
Qp d’invariant modulaire 1728 repre´sentant les e´le´ments de Twist((E0,1,0),Qp) ≃ Q×p /(Q×p )4.
On a alors pour chaque j :
W∗ℓ (Vℓ(E0,j)) ≃ WD∗c(1;ap, j) W∗ℓ (Vℓ(E1,j)) ≃ WD∗pc(4;ap, j;1)
W∗ℓ (Vℓ(E2,j)) ≃ WD∗c(2;ap, j) W∗ℓ (Vℓ(E3,j)) ≃ WD∗pc(4;ap, j;−1)
Si 3 | p− 1 : pour chaque ap,j ∈ N×p,3, 1 ≤ j ≤ 6, on choisit un vj ∈ F×p tel que ap(E˜j) = ap,j
avec E˜j : y2 = x3 + vj ; les vj sont un syste`me de repre´sentants de F×p /(F×p )6 (lemme 3.2).
Ces courbes sont ordinaires d’invariant modulaire 0. Par exemple, si p = 7, on peut prendre
v1 = 1, v2 = 2, v3 = 3, v4 = −3, v5 = −2, v6 = −1, ce qui donne a7,1 = −4, a7,2 = −1,
a7,3 = −5, a7,4 = 5, a7,5 = 1, a7,6 = 4. Alors { [vj ](−p)i, 1 ≤ j ≤ 6, 0 ≤ i ≤ 5 } est un syste`me
de repre´sentants de Q×p /(Q
×
p )
6.
On pose Ei,j : y2 = x3+[vj ](−p)i pour 1 ≤ j ≤ 6 et 0 ≤ i ≤ 5. Ce sont des courbes sur Qp
d’invariant modulaire 0 repre´sentant les e´le´ments de Twist((E0,1,0),Qp) ≃ Q×p /(Q×p )6. On a
alors pour chaque j :
W∗ℓ (Vℓ(E0,j)) ≃ WD∗c(1;ap, j) W∗ℓ (Vℓ(E1,j)) ≃ WD∗pc(6;ap, j;1)
W∗ℓ (Vℓ(E2,j)) ≃ WD∗pc(3;ap, j;1) W∗ℓ (Vℓ(E3,j)) ≃ WD∗c(2;ap, j)
W∗ℓ (Vℓ(E4,j)) ≃ WD∗pc(3;ap, j;−1) W∗ℓ (Vℓ(E5,j)) ≃ WD∗pc(6;ap, j;−1)
3.2.2 Courbes elliptiques potentiellement supersingulie`res
Si 4 | p+ 1 : on pose Ei : y2 = x3 + (−p)ix pour 0 ≤ i ≤ 3. Ce sont des courbes sur Qp
d’invariant modulaire 1728 repre´sentant les e´le´ments de Twist((E0,0),Qp) ≃ Q×p /(Q×p )4, la
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courbe re´duite de E0 e´tant d’e´quation y
2 = x3 + x. On a alors :
W∗ℓ (Vℓ(E0)) ≃ WD∗c(1;0) W∗ℓ (Vℓ(E1)) ≃ WD∗pc(4;0)
W∗ℓ (Vℓ(E2)) ≃ WD∗c(2;0) W∗ℓ (Vℓ(E3)) ≃ WD∗pc(4;0)
Si 3 | p+ 1 : on pose Ei : y2 = x3+(−p)i pour 0 ≤ i ≤ 5. Ce sont des courbes surQp d’invariant
modulaire 0 repre´sentant les e´le´ments de Twist((E0,0),Qp) ≃ Q×p /(Q×p )6, la courbe re´duite
de E0 e´tant d’e´quation y2 = x3 + 1. On a alors :
W∗ℓ (Vℓ(E0)) ≃ WD∗c(1;0) W∗ℓ (Vℓ(E1)) ≃ WD∗pc(6;0)
W∗ℓ (Vℓ(E2)) ≃ WD∗pc(3;0) W∗ℓ (Vℓ(E3)) ≃ WD∗c(2;0)
W∗ℓ (Vℓ(E4)) ≃ WD∗pc(3;0) W∗ℓ (Vℓ(E5)) ≃ WD∗pc(6;0)
4 Construction de courbes potentiellement supersingulie`res
Pour de´terminer tous les Qp[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Qp nous al-
lons suivre la meˆme strate´gie que pour les cas ℓ 6= p. Mais cette fois les ope´rations e´le´mentaires
sur les courbes elliptiques ne suffisent plus : il faut construire toutes les courbes sur Qp po-
tentiellement supersingulie`res de de´faut de semi-stabilite´ supe´rieur ou e´gal a` 3.
Soit OLe = Zp[πe] l’anneau des entiers de Le = Qp(πe). Dans un premier temps, pour
e < p − 1, on construit a` partir d’une courbe elliptique E˜/Fp supersingulie`re fixe´e tous les
sche´mas elliptiques E/OLe relevant E˜, a` OLe-isomorphisme pre`s (la restriction sur l’indice de
ramification provient de la the´orie des modules de Dieudonne´ filtre´s). Puis, pour e ∈ {3, 4, 6}
et e < p − 1, on de´termine parmi ces sche´mas ceux qui sont susceptibles d’eˆtre de´finis sur
Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ e, c’est-a`-dire ceux pour lesquels il existe une courbe
elliptique E/Qp telle que E×QpLe ≃ E×OLe Le et dst(E) = e. On obtient finalement toutes
les courbes elliptiques sur Qp potentiellement supersingulie`res, a` Qp-isomorphisme pre`s.
4.1 Pre´liminaires
4.1.1 Le foncteur de Serre-Tate
Soit SEOLe la cate´gorie des sche´mas elliptiques sur OLe . On note COLe la cate´gorie dont
les objets sont les triplets (B˜,Γ, ν) ou` B˜/Fp est une courbe elliptique, Γ un groupe p-divisible
sur OLe et ν : B˜(p)
∼→ Γ˜ = Γ×OLe Fp un isomorphisme de groupes p-divisibles sur Fp ; les
morphismes (B˜,Γ, ν) → (B˜′,Γ′, ν ′) sont les couples (γ, ψ) ou` γ : B˜ → B˜′ est un morphisme
de courbes elliptiques sur Fp et ψ : Γ→ Γ′ est un morphisme de groupes p-divisibles sur OLe
tels que ν ′ ◦ γ(p) = ψ˜ ◦ ν. Le the´ore`me de Serre-Tate implique que le foncteur ST de SEOLe
dans COLe de´fini par ST(A) = (A˜,A(p), νcan), ou` A˜ = A×OLe Fp, e´tablit une e´quivalence
de cate´gories (voir [Ka] plus le fait que tout sche´ma alge´bro¨ıde de dimension relative 1 est
alge´brisable).
Pour E˜/Fp fixe´e, on note SEOLe (E˜) la sous-cate´gorie pleine de SEOLe forme´e des objets A
tels qu’il existe un Fp-isomorphisme A˜ ≃ E˜ (i.e. A est un sche´ma elliptique sur OLe relevant
E˜) et COLe (E˜) la sous-cate´gorie pleine de COLe forme´e des triplets du type (E˜,Γ, ν). On voit
que SEOLe (E˜) est la sous-cate´gorie pleine de SEOLe forme´e des objets A tels qu’il existe un
objet X de COLe (E˜) avec ST(A) ≃ X dans COLe ; on a, avec des notations e´videntes,
HomSEOLe (E˜)
(A,A′) ≃ HomCOLe (E˜)(X,X
′)
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Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de SEOLe (E˜) et
celles de COLe (E˜). Ainsi, e´tudier les sche´mas elliptiques sur OLe relevant E˜ revient a` e´tudier
les rele`vements du groupe p-divisible E˜(p) sur Fp en un groupe p-divisible sur OLe .
4.1.2 Modules de Dieudonne´
Soient k ⊂ Fp un corps fini et σ le Frobenius absolu agissant sur k (par x 7→ xp) et sur
W (k), l’anneau des vecteurs de Witt a` coefficients dans k. Soit Γ˜ un groupe p-divisible sur
k. On note M =Mk(Γ˜) = HomDk(Γ˜, CŴ (k)) son module de Dieudonne´ sur k (voir [Fo 4]) :
c’est un W (k)-module libre de rang fini muni d’un ope´rateur de Frobenius σ-semi-line´aire ϕ
ve´rifiant pM ⊂ ϕM . Le foncteurMk induit une anti-e´quivalence entre la cate´gorie des groupes
p-divisibles sur k et celle desW (k)-modules libres de rang fini munis d’un ope´rateur ϕ comme
ci-dessus ([Fo 4],III, prop.6.1 et rmq.3 qui suit). On note MDk cette dernie`re cate´gorie ; si
k = Fp on e´crit MFp =M.
Si E˜/Fp est supersingulie`re alors M = M(E˜(p)) est un Zp-module libre de rang 2 muni
d’un Frobenius Zp-line´aire ϕ = M(FrobE˜(p)) ve´rifiant ϕ
2 + p = 0. Si x ∈ M est tel que
x 6∈ ϕM alors ϕx 6∈ pM et (x, ϕx) est une base deM ; un tel x est donc un ge´ne´rateur du Zp[ϕ]-
module M . En particulier, on en de´duit que deux courbes elliptiques sur Fp supersingulie`res
ont des groupes p-divisibles isomorphes, et l’isomorphisme canonique Zp⊗Z HomFp(E˜, E˜′) ≃
HomFp(E˜(p), E˜
′(p)) (cf. [Wa-Mi],II) montre qu’elles sont lie´es par une Fp-isoge´nie de degre´
premier a` p.
Il y a, a` Fp-isomorphisme pre`s, deux courbes elliptiques sur Fp supersingulie`res ayant un
invariant modulaire donne´, l’une est une tordue sur Fp2 de l’autre ; de plus, AutFp(E˜) est
toujours d’ordre 2 lorsque E˜ est supersingulie`re ([Si 1], prop.5.4 et cor.5.4.1).
Soit E˜/Fp supersingulie`re d’invariant modulaire ˜(e) avec e ∈ {3, 4, 6} et ˜(3) = ˜(6) = 0,
˜(4) = 1728 ; donc e | p+1 et [ζe] ∈ AutFp2 (E˜). Soit f le Frobenius arithme´tique agissant sur
E˜ ; comme p ≡ −1 mod eZ, on a [ζe]f = f [ζe]−1. Le Frobenius ϕ agissant sur M =M(E˜(p))
s’e´tend σ-semi-line´airement sur R = M⊗Zp Zp2 ou` Zp2 = W (Fp2) est l’anneau des entiers
de Qp2 . Notons ξe = MFp2 ([ζe](p)) : c’est un automorphisme Zp2-line´aire de R d’ordre e
et de de´terminant 1. L’objet D = M ⊗ZpQp2 est un (ϕ,GKe/Le)-module de dimension 2
dans lequel la relation [ζe]f = f [ζe]
−1 se traduit par les relations ξeϕ = ϕξe et ωξe = ξ
−1
e ω
(avec < ω >= GKe/Le , cf. 1.3.2). Il existe alors une Zp2-base (e1, e2) de R ⊂ D et un
η ∈ (Z/eZ)× = {±1} tels que
ϕe1 = e2 , ϕe2 = −pe1 ; ωe1 = e1 , ωe2 = e2 ; ξee1 = ζηe e1 , ξee2 = ζ−ηe e2
En effet, on montre d’abord l’existence d’une telle base pour D ; puis, a` homothe´tie pre`s, tout
Zp2-re´seau de D stable par ϕ est de la forme Zp2e1 ⊕ Zp2e2 ou ϕ(Zp2e1 ⊕ Zp2e2). Dans cette
situation, on dira que le ge´ne´rateur e1 du Zp[ϕ]-module M est adapte´ au groupe d’automor-
phismes de E˜. Le choix d’un tel ge´ne´rateur est unique a` un e´le´ment de Z×p pre`s.
4.1.3 Modules de Dieudonne´ filtre´s
Pour e´tudier les rele`vements sur OLe de groupes p-divisibles sur Fp on utilise la the´orie
des modules de Dieudonne´ filtre´s sur OLe telle qu’elle est de´crite dans [Fo 4],IV,§2 a` 5. Pour
e ≤ p− 1 on de´finit la cate´gorie MDOLe suivante :
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- les objets sont les couples (M,L), ou` M est un Zp-module libre de rang fini muni d’un
ope´rateur de Frobenius Zp-line´aire ϕ tel que pM ⊂ ϕM (i.e. M est un objet deMDFp), et L
est un sous-OLe-module de
M =M⊗ZpOLe + ϕM⊗Zpπ1−ee OLe ⊂M⊗ZpLe
tel que l’inclusion L →֒ M induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels
L/πeL ≃ M/(ϕM⊗Zpπ1−ee OLe) (∗)
- un morphisme (M,L)→ (M ′,L′) est une application Zp-line´aire ψ : M →M ′ qui commute
aux Frobenius et qui, apre`s extension des scalaires, envoie L dans L′.
Soit Γ un groupe p-divisible sur OLe et Γ˜ = Γ×OLeFp sa fibre spe´ciale. Dans [Fo 4] J.-M.
Fontaine construit un sous-OLe-module L(Γ) deM(Γ˜) =M(Γ˜)⊗ZpOLe+ϕM(Γ˜)⊗Zpπ1−ee OLe
qui ve´rifie (∗), de sorte que le couple (M(Γ˜),L(Γ)) est un objet deMDOLe . L’association Γ 7→
MOLe (Γ) = (M(Γ˜),L(Γ)) est fonctorielle et lorsque e < p− 1 elle induit une anti-e´quivalence
entre la cate´gorie des groupes p-divisibles sur OLe et MDOLe ([Fo 4],IV, prop.5.1). De plus,
on a un isomorphisme canonique de ϕ-modules filtre´s Qp⊗ZpMOLe (Γ) ≃ D∗cris,Le(Vp(Γ)) qui
fait le lien entre le Module de Dieudonne´ filtre´ de Γ et la the´orie cristalline (voir [Fo 5]).
Dans toute la suite on suppose e < p − 1. Soit M un objet de MDFp ; les rele`vements
de M en un objet de MDOLe sont alors en correspondance bijective avec les sous-OLe-
modules L deM tels que l’inclusion L →֒ M induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels
L/πeL ≃M/(ϕM⊗Zpπ1−ee OLe).
4.2 Sche´mas elliptiques supersinguliers
On fixe E˜/Fp supersingulie`re et l’on note M = M(E˜(p)) et M = M(E˜(p)). On choisit
un ge´ne´rateur e1 du Zp[ϕ]-module M , d’ou` M = Zpe1 ⊕ Zpe2 avec ϕe1 = e2 et ϕe2 = −pe1.
Alors on a M = OLe(e1 ⊗ 1)⊕OLe(e2 ⊗ π1−ee ) et
M/(ϕM⊗Zpπ1−ee OLe) ≃ Fp((e1 ⊗ 1) mod πeM)
On en de´duit que les rele`vements de M en un module de Dieudonne´ sur OLe correspondent
bijectivement aux
L(β) = (e1 ⊗ 1 + β · e2 ⊗ π1−ee )OLe , β ∈ OLe
Soit (E˜,Γ, ν) un objet de COLe (E˜). Alors MOLe (Γ) = (M(Γ˜),L(Γ)) est un objet de
MDOLe etM(ν) :M(Γ˜)
∼→M est un isomorphisme dansMDFp ; on a doncM(ν)(ϕM(Γ˜)) =
ϕM . On note M(ν)Le l’application Le-line´aire de M(Γ˜) dans M de´duite par extension des
scalaires ; on a M(ν)Le(M(Γ˜)) = M. Alors M(ν)Le(L(Γ)) est un sous-OLe-module de rang
1 de M tel que l’inclusion induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels
M(ν)Le(L(Γ)) /πe(M(ν)Le(L(Γ))) ≃ M/(ϕM⊗Zpπ1−ee OLe)
Il existe donc un unique β ∈ OLe tel que M(ν)Le(L(Γ)) = L(β) ⊂M.
Lemme 4.1 Soient (E˜,Γ, ν), (E˜,Γ′, ν ′) deux objets de COLe (E˜) et β, β′ ∈ OLe tels que
M(ν)Le(L(Γ)) = L(β) et M(ν ′)Le(L(Γ′)) = L(β′). Alors on a un isomorphisme
Hom
COLe
(E˜)
(
(E˜,Γ, ν), (E˜,Γ′, ν ′)
)
≃ { γ ∈ EndFp(E˜) / M(γ(p))Le(L(β′)) ⊂ L(β) }
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Preuve. C’est imme´diat, en utilisant les de´finitions des cate´gories COLe (E˜) et MDOLe ainsi
que la pleine fide´lite´ des foncteurs M et MOLe . ✷
Proposition 4.2 Soit e < p − 1. Soit E˜/Fp une courbe elliptique supersingulie`re. Via le
choix d’un ge´ne´rateur du Zp[ϕ]-module M(E˜(p)), l’association{
COLe (E˜) → OLe
(E˜,Γ, ν) 7→ β tel que L(β) =M(ν)Le(L(Γ))
induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans COLe (E˜) et OLe .
En composant avec le foncteur ST on obtient une bijection entre les classes d’isomor-
phisme dans SEOLe (E˜) et OLe . Notons que le choix d’un autre ge´ne´rateur du Zp[ϕ]-module
M change l’invariant β en (a+ bπeβ)
−1(bπe−1e + aβ) avec a ∈ Z×p et b ∈ Zp.
Preuve. Montrons d’abord la surjectivite´. Soit β ∈ OLe . Il existe un groupe p-divisible Jβ sur
OLe et un isomorphisme ξβ :MOLe (Jβ)
∼→ (M,L(β)) dansMDOLe . Il induit un isomorphisme
ξβ : M(J˜β)
∼→ M de modules de Dieudonne´ sur Fp et il existe un unique isomorphisme
νβ : E˜(p)
∼→ J˜β de groupes p-divisibles sur Fp tel que M(νβ) = ξβ. Alors le triplet (E˜, Jβ , νβ)
est un objet de COLe (E˜) tel que M(νβ)Le(L(Jβ)) = ξβ(L(Jβ)) = L(β).
Montrons maintenant l’injectivite´. Soient (E˜,Γ, ν) et (E˜,Γ′, ν ′) deux objets de COLe (E˜), avec
M(ν)Le(L(Γ)) = L(β) et M(ν ′)Le(L(Γ′)) = L(β′), β, β′ ∈ OLe . D’apre`s le lemme 4.1 ils sont
isomorphes si et seulement si il existe γ ∈ AutFp(E˜) tel que M(γ(p))Le(L(β′)) ⊂ L(β). Or,
E˜/Fp e´tant supersingulie`re, on a AutFp(E˜) = {±1}. La multiplication par (−1) sur E˜ induit
−IdM surM , d’ou`M([−1]E˜(p))(L(β′)) = L(β′). Donc (E˜,Γ, ν) et (E˜,Γ′, ν ′) sont isomorphes
si et seulement si L(β′) ⊂ L(β), c’est-a`-dire β = β′. ✷
Pour tout β ∈ OLe on note Eβ le sche´ma elliptique sur OLe , unique a` OLe-isomorphisme
pre`s, qui correspond par ST a` un objet isomorphe dans COLe a` un triplet (E˜, Jβ , νβ), avec
M(νβ)Le(L(Jβ)) = L(β) ⊂M. Soient β, β′ ∈ OLe ; on a un isomorphisme
HomSEOLe (E˜)
(Eβ , Eβ′) ≃ { γ ∈ EndFp(E˜) / M(γ(p))Le(L(β′)) ⊂ L(β) }
Remarque 4.3 Lorsque γ ∈ EndFp(E˜) le polynoˆme caracte´ristique de M(γ(p)) doit eˆtre
dans Q[X]. Dans la base (e1, e2) de M sa matrice doit s’e´crire sous la forme(
a −pc
c a
)
a, c ∈ Zp
pour commuter avec ϕ, d’ou` a ∈ Q et c2 ∈ Q . Prenons e = 1 et β ∈ Zp ; alors on a
M(γ(p))(L(β)) ⊂ L(0) si et seulement si aβ + c = 0. On en de´duit que si β n’appartient a`
aucune extension quadratique de Q les sche´mas E0 et Eβ ne sont pas Zp-isoge`nes.
Remarque 4.4 Si j(E˜) = 0 ou 1728 on peut choisir un ge´ne´rateur du Zp[ϕ]-moduleM(E˜(p))
qui est adapte´ au groupe d’automorphismes de E˜ (cf. 4.1.2). Avec ce choix on a j(Eβ) = 0 ou
1728 si et seulement si β = 0 (voir prop. 4.8). Par analogie avec le cas ordinaire on appelle
E0 le rele`vement canonique de E˜ sur OLe .
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Dans la suite, pour chaque e ∈ {3, 4, 6}, on s’inte´resse au proble`me suivant : parmi les
sche´mas elliptiques sur OLe relevant E˜ de´crits ci-dessus, quels sont ceux qui proviennent
d’une courbe elliptique de´finie sur Qp ? Nous allons chercher ceux qui sont de´finis sur Qp et
dont le de´faut de semi-stabilite´ est e. Soit β ∈ OLe . Par le the´ore`me de pleine fide´lite´ de
Tate, le module de Dieudonne´ filtre´ (M,L(β)) caracte´rise le Zp[GLe ]-module Tp(Eβ) ; on a un
isomorphisme canonique de (ϕ,GKe/Le)-modules filtre´s
(M⊗ZpQp2 , L(β)⊗OLeKe) ≃ D∗cris,Ke(Vp(Eβ))
Si Eβ est de´finie sur Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ e alors D∗cris,Ke(Vp(Eβ)) devient
un (ϕ,GKe/Qp)-module filtre´, c’est-a`-dire qu’il est en plus muni d’une action de GKe/Qp2 =
I(Ke/Qp) compatible avec toutes les autres structures. On sait qu’alors cette action doit eˆtre
comme dans les objets D∗pc(e;0;α) de la liste D
∗ de´crits en 2.2.1, ce qui ame`ne a` conside´rer
un crite`re galoisien de descente.
4.3 Un crite`re galoisien de descente
Soient F ⊂ Qp une extension finie de Qp et K ⊂ Qp une extension finie galoisienne de
F totalement ramifie´e, d’indice de ramification absolu e(K), d’anneau des entiers OK et de
corps re´siduel k. On note GK/F = Gal(K/F ).
Soit E/F une courbe elliptique qui acquiert bonne re´duction sur K. Alors le groupe
GK/F ope`re sur EK = E ×F K via son action sur K et cette action s’e´tend par fonctorialite´
au mode`le de Ne´ron de EK . Comme GK/F agit trivialement sur k, son action sur la fibre
spe´ciale E˜K s’effectue par des k-automorphismes de celle-ci, c’est-a`-dire par un morphisme
GK/F → Autk(E˜K). En particulier, l’action de GK sur Tp(EK) s’e´tend en une action de GF
de telle sorte que, pour e(K) < p − 1, sur le module de Dieudonne´ filtre´ associe´ au groupe
p-divisible EK(p), on a une action de GK/F sur Mk(E˜K(p)) qui pre´serve la filtration et qui
provient d’un morphisme
GK/F → Autk(E˜K) →֒ Autk(E˜K(p)) ≃ AutMDk(Mk(E˜K(p)))
Re´ciproquement, on a le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.5 Soit E/K une courbe elliptique ayant bonne re´duction sur K. Alors E est
de´finie sur F si et seulement si l’action de GK sur Tp(E) s’e´tend en une action de GF qui
provient de k-automorphismes de la fibre spe´ciale E˜ de E.
Plus pre´cise´ment, il existe alors une courbe elliptique E0 sur F et un K-isomorphisme ψ :
E0 ×F K ∼→ E induisant un isomorphisme GF -e´quivariant ψp : Tp(E0) ∼→ Tp(E), ou` GF agit
naturellement sur Tp(E0) et sur Tp(E) par l’action prolonge´e que l’on s’est donne´e ; un tel
couple (E0, ψ) est unique a` F -isomorphisme pre`s. De plus, le de´faut de semi-stabilite´ de E0
est e´gal a` l’indice du noyau de GK/F → Autk(E˜) dans GK/F .
Preuve. Pour tout ω ∈ GK/F on note Eω la courbe elliptique sur K de´duite de E par
le changement de base Spec(ω−1) : Spec(K) → Spec(K). L’association E 7→ Eω de´finit un
foncteur Fω de la cate´gorie des courbes elliptiques sur K dans elle-meˆme ; on a Fωτ = Fω ◦Fτ
pour tous ω, τ ∈ GK/F et F1 = Id (le groupe GK/F agit sur la cate´gorie). Rappelons le
crite`re de Weil : la courbe E est de´finie sur F si et seulement si il existe un ensemble de
K-isomorphismes fω : E → Eω, ω ∈ GK/F , ve´rifiant
(∗) fωτ = (fτ )ω ◦ fω ∀ ω, τ ∈ GK/F
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Il existe alors une courbe elliptique E0/F et un K-isomorphisme ψ : E0 ×F K ∼→ E tel que
fω = ψ
ω ◦ ψ−1 pour tout ω ∈ GK/F ; le couple (E0, ψ) est unique a` K-isomorphisme pre`s
([We] et [La] thm.2G). Un ensemble {fω : E → Eω, ω ∈ GK/F} ve´rifiant la condition (∗) est
appele´ un syste`me cohe´rent d’isomorphismes.
Soit ω̂ rele`vement de ω ∈ GK/F dans GF ; on a un isomorphisme de groupes de E(Qp)
dans Eω(Qp) donne´ par η 7→ ω̂ ◦ η (il de´pend du rele`vement choisi) induisant une bijection
Zp-line´aire αω̂ : Tp(E)→ Tp(Eω). On se donne un morphisme ρ : GF → AutZp(Tp(E)) dont la
restriction a` GK est l’action naturelle. Alors, pour tout ω ∈ GK/F , l’isomorphisme Zp-line´aire
fω,p :
{
Tp(E) → Tp(Eω)
x 7→ αω̂(ρ(ω̂−1)(x))
est GK -e´quivariant et ne de´pend pas du rele`vement de ω dans GF . Supposons qu’il existe
un syste`me cohe´rent d’isomorphismes {fω : E → Eω, ω ∈ GK/F } tel que Tp(fω) = fω,p
pour tout ω ∈ GK/F ; soit (E0, ψ) le couple obtenu par le crite`re de Weil. Alors ψ induit un
isomorphisme GF -e´quivariant Tp(ψ) = ψp : Tp(E0)︸ ︷︷ ︸
action naturelle
∼−→ Tp(E)︸ ︷︷ ︸
action e´tendue
.
Le choix d’une cloˆture alge´brique Qp de´finit un foncteur contravariant Φ de la cate´gorie C
des sche´mas en groupes finis et e´tales sur Spec(K) dans la cate´gorie T des groupes abe´liens
finis munis d’une action de GK , par Φ : X 7→ X(Qp) = HomK−alg(B,Qp) ou` X = Spec(B) ;
le foncteur Ψ : T 7→ Spec((Fcts(T,Qp))GK ) de T dans C est un quasi-inverse. Alors, pour
tout ω ∈ GK/F et pour tout T ∈ Ob(T ), on pose
Tω = Φ(Ψ(T )ω) = HomK−alg
(
(Fcts(T,Qp))
GK ⊗
K
ր
ω−1
K , Qp
)
L’objet Tω est bien de´fini et l’on obtient ainsi une action de GK/F sur la cate´gorie T par
“transport de structure”. Par passage a` la limite on de´finit Tω ou` T est un module de Tate ;
si T = Tp(E) alors on a (Tp(E))
ω = Tp(E
ω). On a ainsi une notion de syste`me cohe´rent
d’isomorphismes de Zp[GK ]-modules. Alors le fait que l’action de GK sur Tp(E) s’e´tend en
une action de GF implique que le syste`me {fω,p : Tp(E)→ Tp(Eω), ω ∈ GK/F } est cohe´rent
(c’est purement formel).
L’unicite´ du mode`le de Ne´ron ainsi que la pleine fide´lite´ du foncteur de Serre-Tate im-
pliquent que l’existence d’un syste`me cohe´rent de K-isomorphismes {fω : E → Eω, ω ∈
GK/F } e´quivaut aux donne´es suivantes :
(1) un ensemble d’isomorphismes {fω(p) : E(p) → Eω(p), ω ∈ GK/F} de groupes p-
divisibles sur OK tels que fωτ (p) = (fτ (p))
ω ◦fω(p) pour tous ω, τ ∈ GK/F (cohe´rence) ;
(2) un ensemble d’isomorphismes {f˜ω : E˜ → E˜ω, ω ∈ GK/F} de courbes elliptiques sur k
tels que f˜ω(p) = f˜ω(p) pour tout ω ∈ GK/F (recollement).
En effet, la condition de cohe´rence sur les f˜ω est ve´rifie´e graˆce aux injections canoniques
Homk(E˜, E˜ω) →֒ Homk(E˜(p), E˜ω(p))
Le syste`me cohe´rent {fω,p, ω ∈ GK/F } fournit par le the´ore`me de pleine fide´lite´ de Tate
un syste`me cohe´rent {fω(p) : E(p) → Eω(p), ω ∈ GK/F} d’isomorphismes de groupes p-
divisibles sur OK , ce qui permet de satisfaire (1). Soit {f˜ω(p) : E˜(p) → E˜ω(p), ω ∈ GK/F }
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le syste`me cohe´rent de´duit sur les groupes p-divisibles des fibres spe´ciales. L’extension K/F
e´tant totalement ramifie´e, on a E˜τ = E˜ pour tout τ ∈ GK/F , et la cohe´rence signifie que
l’association τ 7→ f˜τ (p) est un morphisme rp : GK/F → Autk(E˜(p)) ≃ (Zp ⊗Z Endk(E˜))×.
Alors E est de´finie sur F si et seulement si rp provient par extension des scalaires d’un
morphisme r : GK/F → Autk(E˜). En effet, il suffit de poser f˜τ = r(τ) pour tout τ ∈ GK/F :
ce sont des k-isomorphismes de E˜ qui ve´rifient, par construction, la condition (2).
Soit K0 = Frac(W (k)) l’extension maximale non ramifie´e contenue dans K. Prolonger
l’action de GK a` GF sur Vp(E) revient a` munir le ϕ-module filtre´ D = D
∗
cris,K(Vp(E))
d’une structure d’objet deMFK/F (ϕ), c’est-a`-dire faire agir K0-line´airement GK/F sur D de
sorte que cette action commute avec ϕ et respecte la filtration sur D ⊗K0K ; l’objet D est
alors isomorphe dansMFK/F (ϕ) a` D
∗
cris,K/F (Vp(E0)). En oubliant la filtration on obtient un
morphisme ν : GK/F → AutK0[ϕ](D) et le diagramme suivant est commutatif :
Autk(E˜) _

GK/F
r
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j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j
j rp
//
ν

Autk(E˜(p))
≀

AutMDk(Mk(E˜(p))) _

AutK0[ϕ](D)
∼
can
// AutK0[ϕ](K0 ⊗W (k) Mk(E˜(p)))
Soit F ′ le sous-corps deK fixe par Ker(r) = Ker(ν). La courbe E0/F acquiert bonne re´duction
sur F ′ puisque Vp(E0) est cristalline sur F
′. Elle n’acquiert bonne re´duction sur aucun sous-
corps strict de F ′ contenu dans F car Vp(E0) ne peut eˆtre cristalline sur un tel corps : ν induit
une injection Gal(F ′/F ) →֒ AutK0[ϕ](D). Donc dst(E0) est e´gal au degre´ de l’extension F ′/F
qui est aussi l’indice de Ker(r) dans GK/F . ✷
Le lemme qui suit permet de traiter des situations ou` l’extension K/F est totalement
ramifie´e mais pas ne´cessairement galoisienne. Soient F1, F2 deux corps tels que F ⊂ Fi ⊂
K, F = F1 ∩ F2 et K = F1F2 ; posons GK/Fi = Gal(K/Fi). Supposons l’extension F1/F
galoisienne : GK/F est un produit semi-direct de GK/F2 par GK/F1 .
Lemme 4.6 Soient F1, F2 comme ci-dessus. Supposons E de´finie sur F1 et sur F2, ce qui
prolonge l’action de GK sur Tp(E) en une action de GF1 et une de GF2 . Si l’action de GK
s’e´tend sur Tp(E) en une action de GF qui co¨ıncide avec celles de GF1 et GF2, alors E est
de´finie sur F .
Preuve. On dispose de deux syste`mes cohe´rents d’isomorphismes {fωi : E → Eωi , ωi ∈
GK/Fi}, i = 1, 2, et il s’agit de montrer l’existence d’un syste`me cohe´rent {fω : E → Eω, ω ∈
GK/F }. Tout e´le´ment ω de GK/F s’e´crivant de manie`re unique ω = ω1ω2 avec ωi ∈ GK/Fi ,
on pose fω = fω1ω2 = (fω2)
ω1 ◦ fω1 . Comme l’action de GK sur Tp(E) s’e´tend a` GF de sorte
qu’elle co¨ıncide avec celles de GF1 et de GF2 , le syste`me de Zp[GK ]-isomorphismes {Tp(fω) :
Tp(E) → Tp(Eω), ω ∈ GK/F} est cohe´rent. Alors l’injection canonique HomK(E,E′) →֒
HomZp[GK ](Tp(E), Tp(E
′)) pour deux courbes elliptiques E et E′ sur K permet d’obtenir la
cohe´rence du syste`me {fω, ω ∈ GK/F} a` partir de celle de {Tp(fω), ω ∈ GK/F}. ✷
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Remarque 4.7 Le the´ore`me 4.5 et le lemme 4.6 sont e´galement valables pour des varie´te´s
abe´liennes de dimension relative quelconque (les preuves sont les meˆmes).
4.4 Courbes potentiellement supersingulie`res
Nous allons appliquer le the´ore`me de descente 4.5 a` notre situation. Comme e ∈ {3, 4, 6}
on voit que l’on doit partir d’une courbe E˜/Fp ayant suffisament d’automorphismes (de´finis
sur Fp2), c’est-a`-dire telle que [ζe] ∈ AutFp2 (E˜). On fixe E˜/Fp supersingulie`re d’invariant
modulaire ˜(e) avec ˜(3) = ˜(6) = 0 et ˜(4) = 1728 ; alors e | p + 1 et pour satisfaire la
condition e < p − 1 il faut exclure le cas (e, p) = (6, 5) (voir cependant la rmq. 4.11(ii)).
De plus, l’extension Le/Qp n’e´tant pas galoisienne, il faut monter sur Qp2 et travailler avec
l’extension Ke/Qp2 ; on utilise alors le lemme 4.6.
On note O′Le le sous-ensemble de OLe correspondant aux invariants β ∈ OLe pour lesquelsEβ peut eˆtre de´finie sur Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ e et O′′Le l’ensemble des classes
d’isomorphisme de courbes elliptiques sur Qp qui prolongent un sche´ma Eβ avec un de´faut
de semi-stabilite´ e. L’ensemble O′′Le consiste en la donne´e d’un e´le´ment β ∈ O′Le avec en plus
celle d’une action prolonge´e de G sur Tp(Eβ) ; on a bien suˆr une fle`che naturelle surjective
λe : O
′′
Le
→ O′Le .
Proposition 4.8 Soit e ∈ {3, 4, 6} tel que e | p + 1 et e < p − 1. Soit E˜/Fp supersingulie`re
d’invariant modulaire ˜(e) avec ˜(3) = ˜(6) = 0 et ˜(4) = 1728. On choisit un ge´ne´rateur
du Zp[ϕ]-module M(E˜(p)) adapte´ au groupe d’automorphismes de E˜ pour parame´trer les
rele`vements de E˜ en un sche´ma elliptique sur OLe . Alors :
1) j(Eβ) = 0 ou 1728 si et seulement si β = 0.
2) O′Le = Zpπe ∪ Zpπe−3e , de sorte que O′Le s’identifie a` un sous-Zp-module de rang 1 de OLe
si e = 4 et a` Zp ∪ Zp si e = 3 ou 6.
3) O′′Le s’identifie a` Zp ⊔Zp (re´union disjointe) et les fibres de λe sont de cardinal 2 si β = 0
ou e = 4, de cardinal 1 sinon.
Preuve. Fixons un ge´ne´rateur e1 du Zp[ϕ]-module M = M(E˜(p)) adapte´ au groupe d’auto-
morphismes de E˜ ; rappelons qu’alors (e1, ϕ(e1) = e2) est une base de M qui, apre`s extension
des scalaires a` Zp2 , diagonalise l’action de ξe = MFp2 ([ζe](p)) (4.1.2). Soit β ∈ OLe ; notons
encore Eβ le sche´ma Eβ×OLeOKe ou` OKe est l’anneau des entiers de Ke.
1) On a j(Eβ) = 0 (resp. 1728) si et seulement si [ζe] ∈ AutFp2 (E˜) se rele`ve dans AutOKe (Eβ)
avec e = 3 ou 6 (resp. e = 4), i.e. si et seulement si ξe stabilise apre`s extension des
scalaires la filtration L(β)⊗OLe OKe = (e1 ⊗ 1 + β · e2 ⊗ π1−ee )OKe . Cette condition s’e´crit
e1 ⊗ ζηe + β · e2 ⊗ ζ−ηe π1−ee ∈ L(β)⊗OLeOKe avec η = ±1, ce qui e´quivaut a` β = 0.
2) D’apre`s le the´ore`me 4.5 et le lemme 4.6, la courbe Eβ est de´finie sur Qp avec un de´faut
de semi-stabilite´ e si et seulement si l’action de GKe sur Tp(Eβ) s’e´tend en une action de G,
dont la restriction a` GQp2 induit une injection < τe >→֒ AutMDFp2 (M⊗ZpZp2) pre´servant la
filtration et provenant d’une injection < τe >→֒ AutFp2 (E˜). Cette dernie`re condition e´quivaut
a` τe = ξe ou ξ
−1
e , d’ou` τee1 = ζ
ǫ
ee1 et τee2 = ζ
−ǫ
e e2 avec ǫ ∈ {±1}. Maintenant e´crivons que
l’action de GKe/Qp e´tendue par semi-line´arite´ stabilise L(β)⊗OLeOKe . C’est automatique en
ce qui concerne ω, puisque β ∈ OLe (Eβ est de´ja` de´finie sur OLe) ; pour τe cela e´quivaut a`
τe(π
−2ǫ+1
e β) = π
−2ǫ+1
e β, c’est-a`-dire π
−2ǫ+1
e β ∈ Qp2 ∩ Le = Qp. Finalement, comme β ∈ OLe ,
on obtient : pour ǫ = 1, β ∈ Zpπe ; pour ǫ = −1, β ∈ Zpπe−3e .
3) Cela de´coule de l’assertion d’unicite´ du the´ore`me 4.5. Si e ∈ {3, 6} alors Zpπe ∩ Zpπe−3e =
26
{0} ; pour β ∈ Zpπe\{0} (resp. β ∈ Zpπe−3e \{0}) fixe´, il y a, a` Qp-isomorphisme pre`s, une
seule courbe prolongeant Eβ sur Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ e´gal a` e et elle correspond
a` une action prolonge´e de τe avec ǫ = 1 (resp. ǫ = −1). Si e = 4 ou β = 0 il y en a deux,
l’une correspondant a` une action prolonge´e avec ǫ = 1, l’autre avec ǫ = −1. ✷
Remarque 4.9 Si e = 3 (resp. e = 6), le sche´ma E0 se prolonge aussi en un sche´ma elliptique
A0 sur Zp ; comme j(A0) = 0 les deux courbes prolongeant E0 sur Qp avec un de´faut de semi-
stabilite´ 3 (resp. 6) sont les tordues de A0×ZpQp = A0 correspondant aux e´le´ments p4 et p2
(resp. (−p)5 et (−p)) de Q×p /(Q×p )6 ≃ Twist((A0,0),Qp). Si e = 4, le sche´ma E0 se prolonge
aussi en un sche´ma elliptique B0 sur Zp ; comme j(B0) = 1728 les deux courbes prolongeant
E0 sur Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ 4 sont les tordues de B0×ZpQp = B0 correspondant
aux e´le´ments (−p)3 et (−p) de Q×p /(Q×p )4 ≃ Twist((B0,0),Qp). Pour tous ces cas voir les
exemples donne´s en 5.2.2.
On note Eα,ǫ les courbes elliptiques sur Qp correspondant aux e´le´ments de O
′′
Le
, ou` α ∈ Zp
et ǫ ∈ {±1} sont tels que Eα,ǫ ×Qp Le ≃ Eβ ×OLe Le avec β = απe et une action e´tendue avec
ǫ = 1 ou bien β = απe−3e et une action e´tendue avec ǫ = −1.
Remarque 4.10 Si α ∈ Z×p le morphisme ϕ de M envoie, apre`s extension des scalaires,
L(απe−3e ) dans L(α−1πe) ; comme il provient d’un morphisme de E˜, a` savoir le Frobenius,
on en de´duit que les sche´mas Eα−1πe et Eαπe−3e sont OLe-isoge`nes. De plus, on ve´rifie que le
morphisme ϕ : D∗cris,Ke(Vp(Eα,−1)) = D1 → D2 = D∗cris,Ke(Vp(Eα−1,1)) d’objets deMFKe(ϕ)
commute a` l’action deGKe/Qp , de sorte que c’est un morphisme dansMFKe/Qp(ϕ). L’injection
HomQp(Eα−1,1, Eα,−1) →֒ HomQp[G](Vp(Eα−1,1), Vp(Eα,−1)) ≃ HomMFKe/Qp(ϕ)(D1,D2)
montre que cette OLe-isoge´nie est de´finie sur Qp. Donc les courbes Eα−1,1 et Eα,−1 sont
Qp-isoge`nes.
Remarque 4.11 (i) Soit E˜′/Fp la tordue de E˜ sur Fp2 et, pour tout β ∈ OLe , soit E ′β/OLe
le sche´ma obtenu en tordant Eβ sur Ke. Alors les rele`vements de E˜′ en un sche´ma elliptique
sur OLe sont, a` isomorphisme pre`s, les E ′β. De plus, E ′β est de´finie sur Qp avec un de´faut de
semi-stabilite´ e si et seulement si Eβ l’est ; les courbes sur Qp obtenues a` partir de E˜′ sont les
tordues sur Qp2 de celles obtenues a` partir de E˜.
(ii) Si (e, p) = (6, 5) on se rame`ne a` la situation (e, p) = (3, 5) en tordant sur l’extension
quadratique Q5(π2)/Q5. En effet, si E/Qp a potentiellement bonne re´duction avec dst(E) = 6,
alors sa tordue E′/Qp sur Qp(π2) est telle que dst(E
′) = 3, et vice versa (et, sur Qp(π6), elles
ont la meˆme fibre spe´ciale).
On obtient ainsi toutes les courbes elliptiques sur Qp, a` Qp-isomorphisme pre`s, qui sont
potentiellement supersingulie`res avec un de´faut de semi-stabilite´ e ∈ {3, 4, 6}.
Remarque 4.12 Soit γ : E˜ → E˜′ un isomorphisme de´fini sur Fp2 ; via l’isomorphisme
EndFp2 (E˜) → HomFp2 (E˜, E˜′) donne´ par ψ 7→ γ ◦ ψ, les e´le´ments de HomFp(E˜, E˜′) cor-
respondent aux ψ ∈ EndFp2 (E˜) tels que ψσ = −ψ, ou` σ est le Frobenius absolu. Soit
ψe = [ζe]− [ζ−1e ] ∈ EndFp2 (E˜). Comme ψσe = −ψe l’isoge´nie γ ◦ ψe est de´finie sur Fp, d’ou` un
morphisme M(γ ◦ ψe) = MFp2 (ψe) ◦MFp2 (γ) :M(E˜′(p)) →M(E˜(p)). Du fait que MFp2 (ψe)
envoie, apre`s extension des scalaires, L(β) dans L(−β), on de´duit que γ ◦ψe se rele`ve en une
OLe-isoge´nie (γ ◦ ψe)β : Eβ → E ′−β pour tout β ∈ OLe . Lorsque β ∈ O′Le et pour une action
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e´tendue avec le meˆme invariant ǫ, on ve´rifie que le morphisme associe´ a` (γ◦ψe)β sur les objets
de MFKe(ϕ) correspondants commute a` l’action de GKe/Qp . Donc, si pour tous α ∈ Zp et
ǫ ∈ {±1} on note E′α,ǫ la tordue sur Qp2 de Eα,ǫ, on obtient que les courbes Eα,ǫ et E′−α,ǫ
sont Qp-isoge`nes.
4.5 Sur les cas ordinaires
Si E˜/Fp est ordinaire on a ap(E˜) ∈ Z×p et il existe une base (e1, e2) de M(E˜(p)) qui
diagonalise ϕ. Si e1 est un vecteur propre dont la valeur propre est une unite´, les rele`vements
deM(E˜(p)) en un module de Dieudonne´ sur OLe correspondent bijectivement aux filtrations
L(β) = (β · e1 ⊗ π1−ee + e2 ⊗ 1)OLe avec β ∈ OLe . On obtient avec des me´thodes tout a` fait
similaires les re´sultats qui suivent.
Proposition 4.13 Soit e < p − 1. Soit E˜/Fp une courbe elliptique ordinaire d’invariant
modulaire ˜ ; on pose m(˜) = 1 si ˜ 6∈ {0, 1728}, m(1728) = 2 et m(0) = 3. Via le choix d’une
Zp-base de diagonalisation de ϕ dans M(E˜(p)), l’association{
COLe (E˜) → OLe
(E˜,Γ, ν) 7→ β tel que L(β) =M(ν)Le(L(Γ))
induit une bijection entre les classes d’isomorphisme dans COLe (E˜) et l’ensemble OLe/∼ ,
avec x∼y si et seulement si xm(˜) = ym(˜).
En composant avec le foncteur ST on obtient une bijection entre les classes d’isomor-
phisme dans SEOLe (E˜) et OLe/∼ . Le choix d’une autre Zp-base de diagonalisation de ϕ
dans M(E˜(p)) change l’invariant β en ηβ avec η ∈ Z×p . Quand ˜ ∈ {0, 1728} ces classes sont
parame´tre´es par un quotient de OLe parce que, contrairement au cas supersingulier, le groupe
des Fp-automorphismes de E˜ est alors strictement plus grand que {±1}.
Signalons que les rele`vements d’une courbe elliptique ordinaire ont de´ja` e´te´ e´tudie´s : voir
par exemple [Me], Appendix (en particulier la prop.3.2.), ou` les me´thodes utilise´es n’imposent
pas de restriction sur la ramification.
Pour tout β ∈ OLe/∼ on note Eβ le sche´ma elliptique sur OLe qui correspond par ST
a` un triplet isomorphe dans COLe a` un (E˜, Jβ , νβ) avec M(νβ)Le(L(Jβ)) = L(β) ⊂ M. Le
lemme 4.1 implique que les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) β = 0
(ii) le Frobenius de E˜ se rele`ve en un morphisme de Eβ
(iii) si j(E˜) = 0 ou 1728 alors j(Eβ) = 0 ou 1728
(iv) la suite exacte (∗ord) associe´e a` Eβ est scinde´e (cf. 1.3.1).
Donc E0/OLe est le rele`vement canonique de E˜ (cf. [Me], App., cor.1.2 et 1.3).
Remarque 4.14 Soient E˜/Fp et E˜
′/Fp deux courbes elliptiques ordinaires ; soient E0/OLe
et E ′0/OLe les rele`vements canoniques de E˜ et E˜′ respectivement. Alors HomOLe (E0, E ′0) ≃
HomFp(E˜, E˜
′), i.e. toute Fp-isoge´nie E˜ → E˜′ se rele`ve en une OLe-isoge´nie E0 → E ′0.
Remarque 4.15 Soient β, β′ ∈ OLe tels que ββ′ 6= 0 et soit ψ : (M(E˜(p)),L(β)) →
(M(E˜(p)),L(β′)) un morphisme de modules de Dieudonne´ filtre´s. Dans une base deM(E˜(p))
qui diagonalise ϕ, la matrice de ψ est de la forme Diag(a, d) avec a, d ∈ Zp tels que aβ = dβ′.
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Si ψ provient d’un e´le´ment de EndFp(E˜) son polynoˆme caracte´ristique est dans Q[X], d’ou`
[Q(a, d) : Q ] ≤ 2. Prenons β = απie et β′ = α′πie avec i ∈ N, α′ ∈ Z\{0} et α ∈ Zp\{0} tel
que [Q(α) : Q ] > 2 ; alors les sche´mas Eβ et Eβ′ ne sont pas OLe-isoge`nes.
Soit e ∈ {3, 4, 6} tel que e < p − 1. On prend maintenant E˜/Fp ordinaire d’invariant
modulaire ˜(e) avec ˜(3) = ˜(6) = 0 et ˜(4) = 1728 ; dans ce cas e | p − 1, [ζe] ∈ AutFp(E˜) et
cet automorphisme commute avec le Frobenius. Pour satisfaire la condition e < p − 1 il faut
e´carter les valeurs (e, p) = (4, 5) et (e, p) = (6, 7). En appliquant le the´ore`me 4.5 on trouve
que Eβ est de´finie sur Qp avec un de´faut de semi-stabilite´ e si et seulement si β ∈ Zpπe−3e
(correspondant a` une action e´tendue par τe = ξe) ou bien β ∈ Zpπe (correspondant a` une
action e´tendue par τe = ξ
−1
e ).
Remarque 4.16 (i) Si (e, p) = (6, 7) on se rame`ne a` la situation (e, p) = (3, 7) en tordant
sur Q7(π2), cf. rmq. 4.11(ii).
(ii) Par contre, si le de´faut de semi-stabilite´ d’une courbe elliptique est 4, il reste inchange´ par
torsion quadratique. Donc si (e, p) = (4, 5) nos me´thodes ne s’appliquent pas (du moins pas
avec l’utilisation des modules de Dieudonne´ filtre´s). Dans ce cas nous faisons appel a` [Me],
Appendix ; en particulier, la prop. 3.3 que l’on y trouve permet de de´duire les analogues des
remarques 4.14 et 4.15 ci-dessus.
Remarque 4.17 Soient E˜/Fp et E˜
′/Fp deux courbes elliptiques ordinaires qui sont Fp-
isoge`nes, c’est-a`-dire telles que ap(E˜) = ap(E˜
′). Soient β, β′ ∈ OLe tels que β, β′ ∈ Zpπe−3e ou
bien β, β′ ∈ Zpπe ; notons Eβ/OLe et E ′β′/OLe les sche´mas elliptiques relevant E˜ et E˜′ respec-
tivement, ainsi que Eβ,ǫ/Qp et E
′
β′,ǫ/Qp les courbes qui les prolongent avec le meˆme invariant
ǫ ∈ {±1}. Du fait que tout morphisme commutant avec les Frobenii commute avec τe dans
les (ϕ,GKe/Qp)-modules filtre´s associe´s, on de´duit que HomQp(Eβ,ǫ, E
′
β′,ǫ) ≃ HomOLe (Eβ , E ′β′),
i.e. toute OLe-isoge´nie Eβ → E ′β′ se prolonge en une Qp-isoge´nie Eβ,ǫ → E′β′,ǫ. En particulier,
les courbes E0,ǫ et E
′
0,ǫ sont Qp-isoge`nes.
5 Les Qp[G]-modules provenant d’une courbe elliptique sur Qp
5.1 Re´sultat et conse´quences
Nous allons maintenant donner des conditions ne´cessaires et suffisantes pour qu’une
repre´sentation p-adique Vp de G de dimension 2 provienne d’une courbe elliptique sur Qp, i.e.
pour qu’il existe E/Qp telle que Vp ≃ Vp(E) en tant que Qp[G]-modules.
Soit E/Qp une courbe elliptique. Tout d’abord, on sait que la repre´sentation Vp(E) est
potentiellement semi-stable. Ensuite, la repre´sentation de Weil-Deligne W∗p(Vp(E)) associe´e
a` Vp(E) ve´rifie les conditions (1
◦), (2◦) et (3◦) du the´ore`me 3.1 (compatibilite´). Enfin, on sait
que D∗pst(Vp(E)) est de type Hodge-Tate (0, 1) ; on dira que Vp(E) est de type Hodge-Tate
(0, 1), le foncteur D∗pst e´tant sous-entendu.
La` encore, le re´sultat est que ces conditions ne´cessaires sont aussi suffisantes : d’une part
les (ϕ,N,G)-modules filtre´s faiblement admissibles ve´rifiant ces conditions sont exactement
ceux de la liste D∗, et d’autre part tous les objets de cette liste proviennent d’une courbe
elliptique sur Qp.
The´ore`me 5.1 Soit Vp une repre´sentation p-adique de G de dimension 2. Les assertions
suivantes sont e´quivalentes :
(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vp(E) soit isomorphe a` Vp,
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(2) Vp est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate (0, 1) et W
∗
p(Vp) ve´rifie les con-
ditions (1◦), (2◦) et (3◦) du the´ore`me 3.1,
(3) Vp est potentiellement semi-stable et D
∗
pst(Vp) est isomorphe a` un objet de la liste D
∗.
Remarque 5.2 La condition (3◦), qui porte sur la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e
a` un objet D de MFK/Qp(ϕ,N), se lit en prenant le polynoˆme caracte´ristique de ϕ sur le
Qp-espace vectoriel forme´ des e´le´ments de D qui sont fixes par l’action d’un rele`vement du
Frobenius absolu dans GK/Qp .
Preuve. Les objets D = D∗pst(Vp) obtenus avec les conditions de (2) sont exactement ceux de
la liste D∗ : la repre´sentation de Weil-Deligne associe´e a` D se lit sur le (ϕ,N,GK/Qp)-module
D(0) obtenu en oubliant la filtration et la meˆme preuve que celle du the´ore`me 3.1 montre que
D(0) est l’un des (ϕ,N,GK/Qp)-modules de´duits de la liste D
∗ ; puis la filtration sur DK est
obtenue en e´crivant que D est de type Hodge-Tate (0, 1) et faiblement admissible, voir 2.2.4.
Pour les cas D∗m(e;b;α) le re´sultat provient du fait que l’application de pZp\{0} dans Qp
qui a` q associe α(q) = − log(uq)/vp(q) est surjective (ou` l’on a e´crit q = uqpvp(q), cf. rmq. 2.9 ;
log(uq) parcourt pZp et vp(q) parcourt les entiers ≥ 1), ainsi que de la description des twists
quadratiques donne´e en 2.2.2.
Pour les cas D∗c(e;ap;α) et D
∗
pc(e;ap; ǫ;α) le re´sultat provient du the´ore`me 3.1 et du
fait que pour toute courbe elliptique ordinaire sur Fp il existe un rele`vement tel que (∗ord)
est scinde´e (ce qui e´quivaut a` α = 0) ainsi qu’un rele`vement tel que (∗ord) n’est pas scinde´e
(voir 4.5 et les exemples donne´s en 5.2.1).
Pour les cas D∗c(e;0) le re´sultat provient du the´ore`me 3.1 (ici la filtration n’apporte pas
de donne´e supple´mentaire).
Pour les cas D∗pc(e;0;α), si (e, p) = (6, 5) on se rame`ne a` la situation (e, p) = (3, 5)
en tordant sur Q5(π2) (voir rmq. 4.11(ii)). Le re´sultat provient alors de l’e´tude faite en 4.4
dont on reprend les notations. Soient Eα,ǫ les courbes elliptiques sur Qp correspondant aux
e´le´ments de O′′Le avec α ∈ Zp et ǫ ∈ {±1}. On a une application
δe : O
′′
Le → P1(Qp)
qui a` Eα,ǫ associe l’unique δe(Eα,ǫ) ∈ P1(Qp) tel queD∗cris,Ke/Qp(Vp(Eα,ǫ)) ≃ D∗pc(e;0;δe(Eα,ǫ))
en tant que (ϕ,GKe/Qp)-modules filtre´s. Un calcul montre alors que l’on a δe(Eα,ǫ) = −pα−ǫ ;
en particulier δe est surjective. ✷
Remarque 5.3 L’e´tude faite en 4.4 montre que les fibres de δe sont finies : pour α ∈ P1(Qp)
le cardinal de δ−1e (α) est 4 si vp(α) = 1 et 2 sinon.
Remarque 5.4 De meˆme que pour les cas ℓ 6= p, un Zp[G]-module Tp provient d’une courbe
elliptique sur Qp si et seulement si le Qp[G]-module Qp⊗ZpTp provient d’une courbe elliptique
sur Qp.
Corollaire 5.5 Le nombre de classes d’isomorphisme d’objets de RepQp(G) provenant d’une
courbe elliptique sur Qp ayant potentiellement bonne re´duction est fini si et seulement si
p ≡ 1 mod 12 ; il vaut alors 8[2√p ] + 66.
La premie`re assertion provient du fait que les courbes E ayant potentiellement bonne
re´duction avec dst(E) ≥ 3 sont toutes potentiellement ordinaires si et seulement si p ≡
1 mod 12 (et aussi bien suˆr du the´ore`me 5.1). Il y a alors : 2Card(N×p ) = 4[2
√
p ] classes
provenant de courbes elliptiques ayant bonne re´duction ordinaire sur Qp et autant provenant
d’un twist quadratique ramifie´ de telles ; 1 classe provenant de courbes ayant bonne re´duction
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supersingulie`re sur Qp et 1 provenant d’un twist quadratique ramifie´ de telles ; 4Card(N×p,3) =
24 classes provenant de E/Qp potentiellement ordinaires avec dst(E) = 3 ; 4Card(N×p,4) = 16
classes provenant de telles courbes avec dst(E) = 4 ; et 4Card(N×p,6) = 24 classes provenant
de telles courbes avec dst(E) = 6.
Enfin, la proposition qui suit est essentiellement une conse´quence de l’e´tude des courbes
sur Qp ayant potentiellement bonne re´duction faite en 4.
Proposition 5.6 Soit E/Qp une courbe elliptique. L’assertion :
(∗) Vp(E) et Vp(E′) sont Qp[G]-isomorphes ⇔ E et E′ sont Qp-isoge`nes
est vraie si et seulement si on est dans l’un des trois cas suivants :
(1) E a potentiellement mauvaise re´duction multiplicative
(2) E a potentiellement bonne re´duction supersingulie`re et dst(E) ≥ 3
(3) E est le rele`vement canonique sur une extension finie de Qp d’une courbe ordinaire.
Preuve. L’implication (1) ⇒ (∗) provient pour des courbes de Tate de la remarque 2.10
et le cas ge´ne´ral s’en de´duit par torsion quadratique. L’implication (2) ⇒ (∗) provient des
remarques 4.10, 4.11 et 4.12. L’implication (3) ⇒ (∗) provient de la remarque 4.14 pour
dst(E) = 1 ou 2 et des remarques 4.17 et 4.16 pour dst(E) ≥ 3. Enfin, les remarques 4.3 ainsi
que 4.15 et 4.16 montrent que dans tous les autres cas l’assertion (∗) est fausse. ✷
5.2 Exemples
5.2.1 Courbes elliptiques potentiellement ordinaires
Si 4 | p− 1 : on reprend les courbes E˜j/Fp et Ei,j/Qp avec 1 ≤ j ≤ 4 et 0 ≤ i ≤ 3
conside´re´es en 3.2.1. On a alors pour chaque j :
D∗pcris(Vp(E0,j)) ≃ D∗c(1;ap, j;0) D∗pcris(Vp(E1,j)) ≃ D∗pc(4;ap, j;1;0)
D∗pcris(Vp(E2,j)) ≃ D∗c(2;ap, j;0) D∗pcris(Vp(E3,j)) ≃ D∗pc(4;ap, j;−1;0)
On pose E′i,j : y
2 = x3+[uj ](−p)ix+(−p)n(i) pour 1 ≤ j ≤ 4, 0 ≤ i ≤ 3 et n(i) = 1, 2, 4, 5
si i = 0, 1, 2, 3 respectivement. Ce sont des courbes sur Qp d’invariant modulaire entier congru
a` 1728 modulo pZp mais diffe´rent de 1728 ; elles acquie`rent bonne re´duction sur Qp(π4) et la
courbe re´duite de E′i,j est E˜j. On a alors pour chaque j :
D∗pcris(Vp(E
′
0,j)) ≃ D∗c(1;ap, j;1) D∗pcris(Vp(E′1,j)) ≃ D∗pc(4;ap, j;1;1)
D∗pcris(Vp(E
′
2,j)) ≃ D∗c(2;ap, j;1) D∗pcris(Vp(E′3,j)) ≃ D∗pc(4;ap, j;−1;1)
Si 3 | p− 1 : on reprend les courbes E˜j/Fp et Ei,j/Qp avec 1 ≤ j ≤ 6 et 0 ≤ i ≤ 5 conside´re´es
en 3.2.1. On a alors pour chaque j :
D∗pcris(Vp(E0,j)) ≃ D∗c(1;ap, j;0) D∗pcris(Vp(E1,j)) ≃ D∗pc(6;ap, j;1;0)
D∗pcris(Vp(E2,j)) ≃ D∗pc(3;ap, j;1;0) D∗pcris(Vp(E3,j)) ≃ D∗c(2;ap, j;0)
D∗pcris(Vp(E4,j)) ≃ D∗pc(3;ap, j;−1;0) D∗pcris(Vp(E5,j)) ≃ D∗pc(6;ap, j;−1;0)
On pose E ′i,j : y2 = x3 + (−p)m(i)x + [vj ](−p)i pour 1 ≤ j ≤ 6, 0 ≤ i ≤ 5 et m(i) =
1, 1, 2, 3, 3, 4 si i = 0, 1, 2, 3, 4, 5 respectivement. Ce sont des courbes sur Qp d’invariant mod-
ulaire entier congru a` 0 modulo pZp mais non nul ; elles acquie`rent bonne re´duction sur Qp(π6)
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et la courbe re´duite de E ′i,j est E˜j. On a alors pour chaque j :
D∗pcris(Vp(E ′0,j)) ≃ D∗c(1;ap, j;1) D∗pcris(Vp(E ′1,j)) ≃ D∗pc(6;ap, j;1;1)
D∗pcris(Vp(E ′2,j)) ≃ D∗pc(3;ap, j;1;1) D∗pcris(Vp(E ′3,j)) ≃ D∗c(2;ap, j;1)
D∗pcris(Vp(E ′4,j)) ≃ D∗pc(3;ap, j;−1;1) D∗pcris(Vp(E ′5,j)) ≃ D∗pc(6;ap, j;−1;1)
5.2.2 Courbes elliptiques potentiellement supersingulie`res
Si 4 | p+ 1 : on reprend les courbes Ei/Qp avec 0 ≤ i ≤ 3 conside´re´es en 3.2.2. On a
alors :
D∗pcris(Vp(E0)) ≃ D∗c(1;0) D∗pcris(Vp(E1)) ≃ D∗pc(4;0;∞)
D∗pcris(Vp(E2)) ≃ D∗c(2;0) D∗pcris(Vp(E3)) ≃ D∗pc(4;0;0)
Si 3 | p+ 1 : on reprend les courbes Ei/Qp avec 0 ≤ i ≤ 5 conside´re´es en 3.2.2. On a alors :
D∗pcris(Vp(E0)) ≃ D∗c(1;0) D∗pcris(Vp(E1)) ≃ D∗pc(6;0;∞)
D∗pcris(Vp(E2)) ≃ D∗pc(3;0;∞) D∗pcris(Vp(E3)) ≃ D∗c(2;0)
D∗pcris(Vp(E4)) ≃ D∗pc(3;0;0) D∗pcris(Vp(E5)) ≃ D∗pc(6;0;0)
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